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2 Grüner t: IMer Newtan's Methode 

gäbe lösen würde*), Brennpunkt einer Involution ist, welche von den 
Gegenseitenpaaren des gegebenen Vierecks in ihr bestimmt wird. 
Die Aufgabe hat zwei Auflösungen, eine Constmctlon dureh lineare 
Operationen allein ist nicht zu erwarten."**) Ich gestehe, dass 
mir diese letztere Bemerkung nicht recht verständlich ist und etwas 
voreilig oder unüberlegt zu sein scheint. Verstehe ich aber dieselbe 
recht, so muss ich — jede Aufklärung übrigens gern acceptirend — 
annehmen, dass Herr Fiedler von Newton's berühmtem und 
wahrhaft unsterblichem Werke, als er obige Bemerkung niederschrieb, 
gar keine nähere Eenntniss gehabt hat. Denn die von Newton ge- 
gebene Construction nimmt in der Tat nur lineare Operationen in 
Anspruch, wenigstens solche, von denen bei Lösungen 
von Aufgaben über die Beschreibung von gewissen Be- 
dingungen entsprechenden Kegelschnitten, die keine 
organischen sind, überhaupt nur die Rede sein kann. 

Ob femer, wenn Herr Fiedler am obigen Orte sagt: „Die 
Aufgabe hat zwei Auflösungen^', damit gesagt sein soll, dass 
die Aufgabe immer wirklich zwei Auflösungen zulasse, muss ich da- 
hin gestellt sein lassen, glaube aber — indem ich auf meine vorher- 
gehende Abhandlung verweise — dass wenigstens eine vorsichti- 
gere Ausdrucksweise wohl anzuraten gewesen sein möchte. 



§. 1. 

Ich will in diesem Paragraphen zuerst einen übrigens schon be- 
kannten allgemeinen Satz von den Kegelschnitten analytisch in völli- 
ger Allgemeinheit beweisen, der zwar zu der Aufgabe, mit der wir 
uns hier beschäftigen wollen, nicht in unmittelbarer Beziehung steht, 
der aber von den Commientatoren des berühmten Newton'schen Werks 
bei dem Beweise eines anderen merkwürdigen Satzes von den Kegel- 
schnitten, auf dem die Auflösung der in Rede stehenden Aufg^e 
vorzüglich beruhet, in Anwendung gebracht worden ist, in einer Weise 
jedoch, die mir weitläufig und selbst nicht allgemein genug zu sein 
scheint, weshalb ich auch im Folgenden von dieser Beweisführung 
keinen Gebrauch gemacht habe. 



♦) natürlich. 

**) In der zweiten Ausgabe (Leipzig. 1866. S. 574.) des genannten Werks 
lauten diese letzteren, hier durch grössere Schrift ausgezeichneten Worte, auf 
die es hier allein ankommt, in wenig anderer Fassung wie folgt: „Weil 
zwei Auflösungen dem Problem entsprechen, so kann eine 
lineare Construction für dasselbe nicht erwartet werden." 



zur Beschreibung eines Kegelschnitts etc, 3 

Die Gleichung eines Kegelschnitts in rechtwinkligen Coordinaten 
sei: 

Ax^+By^+2Cxy+2Dx'\-2Ey']'F^ 0. 

Ein beliebiger Punkt sei (fg). Setzt man: 

so wird die Gleichung des Kegelschnitts: 

A{f+i^''f)]^+B{g+(y--g)]^+2C{f+(x-^f)]{g+(y-ff)\ 

und folglich, wenn man der Kürze wegen: 

« = ^, 
» = jö, 

e = C, 

e == Bg+E, 

g = Af^+Bg^+2Cfg + 2Df'{-2Eg + F 
setzt: 

^ix-f)^+my-9)^+2{&(x-/)(y^g)+2^{x^f)+my-9)+d = 0. 

Durch den Punkt (fg) lege man eine beliebige Gerade [1], deren 

Gleichung 

y— flf « 0{x—f) 

sein mag, und bezeichne deren Durchschnittspunkte *) mit dem Kegel- 
schnitte durch (XF)) so hat man zur Bestimmung der Coordinaten 
X^ Y die Gleichungen: 

Y--g ^ Q(X-f), 

a(X-/)2 + »( F- ^)8+ 2©(JS:-/) ( F- ^) 
+25)(Jr-/)+2®(F-^)+5 « 0, 
woraus sich die Gleichung: 

also offenbar, wenn man der Kürze wegen 

g+@g g 

^ '^ "" a+2eö+»ö«' ^ "" a+2®ö+»6?2 

setzt: 



*) Es wird angenommen, dass die Gerade den Kegelschnitt schneide, was 
hier auch in Bezug auf Einiges im Folgenden bcmer] 




GrUnert: üeber NewtorCs Methode 



ergiebt. 

N^ Durch einen zweiten Ponkt (f'g') lege man eine zweite der 
ersten Geraden [1] parallele Gerade [2], deren Gleichung 

sein mag, und bezeichne deren Durchschnittspunkte mit dem Kegel- 
schnitte durch (-y'F^), so ist ganz wie vorher, wenn man 

a' = ^, 
r = c, 

2f' = Af'^J^Bg'^-\.2Cf'g'+2Df'+2Eg'+F 



und 



i^=-^..^:t?:i,^.. iv'= s' 



setzt: 

Nun lege man durch die Punkte {fg) und {fg') eine dritte Ge- 
rade [3], deren Gleichung, wenn wir 

setzen: 

y-y - G^ix-n oder y-/= Gt{x-f) 

ist. Bezeichnet man die Durchschnittspunkte dieser dritten Geraden 
[3] mit dem Kegelschnitte durch (-XjFj), so ist, wenn wir 

and 

' «'+2r <?!+»' ff/ ■"* ~ ?C'+2S'ffi+5ö'GrV 

setzen, ganz wie vorher: 

Xi -/ - M^± y^Mi^—Nj, 

and 



zur Bttehreibung tinet KtgtUchniUi ete. 5 

Bezeicbnon wir nun die Entfornungen des Pnnktee (/>;) von den 
Bnrchschnittspnnkten der durch diesen Fnnkt gelegten Geraden [1] 
mit dem Eegelschnitto durch P, Q; ferner die Entfernungen des Puak- 
tes i/'g') von den Dnrchachnittspnnkteu der durch diesen Punict 
parallel mit der Geraden [1] gelegten Geraden [2] mit dem Kegel- 
schnitte durch P\ Q'; Bo ist nach dem Obigen ofTenbar: 

r»Q» = (1 -f G»)^N*, P'^Q''* = (1 + Cfl)*N'\ 

Bezeichnen wir ferner die Entfemaogcn des Punktes {fg) von 
den Durchschnittspunkteu der Geraden [3] mit dem Eegelschnitto 
durch i",, Q,; die Entfomnngon des Punktes (/V) von donsolbea 
Dnrchschnittspunkten durch P^', Q,'; so ist nach dem Ob^en offenbar: 

p»Q* =. a+ffi»)»iv,», p,'»(i,'» = (i-f-CiViv,'» 

Hiernach ist also: 

P'tQ'i ■=■ jv'»' Pi'^Q/» " iV,'*' 
Kon ist aber nach dem Obigen, weil 
a = a' = -1, 

e =. S' _ C; 
also: 

a+2eff-f «ffä - a'+2e'G+«'G» 



fidglich: 



und daher nach dem Obigen: 



P*Q* _ _P^i _ V_ 
P**Ö^— P,'*Q,'* — 3'*' 
also: 

FÖ^ = pT^ - val. abs. ^„ 
folglich nach dem Obigen; 

p'Q' ~ F.'a,' ~ ,1/"+ j)j'"+2Qfy+2iy' 



8 Grunert: lieber Newton* s Methode 

Bezeichnen wir die Durchschnittspunkto der durch den Punkt 
(/O) gelegten Geraden mit dem Kegelschnitte durch (X^ Tj), so haben 
wir zur Bestimmung der Coordinaten X^, F, die Gleichungen: 

ri = ir(Xi-/), 

Setzen wir 

X,^f+(X,^f), 

so wird die zweite Gleichung, wenn der Kürze wegen 



gesetzt wird: 

^(^i-/)^+^i;'+2C(jri— /)ri+2«i(Ai-/)+2S5yi+e: = o, 

und man erhält also, wenn man in dieser Gleichung 

F, =ir(jr,-/) 

setzt, zur Bestimmung von -Xi— / die Gleichung 

mittelst welcher sich, wenn der Kürze wegen 

^"" A+2CK+BK^' A + 2CK+BK^ 
gesetzt wird: 

X^-^f^ m±Vm^—n, 

ergiebt. 

Bezeichnen wir die Durchschnittspunkte der durch den Punkt 
(/'O) gelegten Geraden mit dem Kegelschnitte durch (-Xj'Fj'), so 
crhSdt man, wenn der Kürze wegen 

W=Af\ f8'^Cf+E, ^'=Af'^ 
und 

^ ^+2CÄ"+JBÄ"2* ^ A-\-2CK'+ßK'^ 

gesetzt wird, auf ganz ähnliche Art wie vorher: 

F/= K'{M'±iM'^ — N'), 

Hiernach ist: 

(J?i~/)2+Fi2 «(l+Z2)(ilf ±V^^"=:r)2, 



fcereidiii^B wir also die Entfemnngen des Panktcs (fO) von 
beviai Dnnrhsehnittspunkten d-^r durvh ihn golegton Genulou 
f:^K.x — f) mit d?m Kt-gelschniUe durch /\ Q; die Entfeniungou 
des Posktes (/'O) yoü den heideu Dnrchsohnittspankten der dnrch 
ikm g^kigteB Gentden y = Ä'V— /') mit dem Kegelschnitte dnreh 
P', Q'; so ist Bach doi vorstehenden Formeln offenbar: 

^SO' 

P«Q« « (14. J^«jy^^ i>'tQ'2«(l-{.Ä"«)ljV'«. 

Die Gleichung der dnrch den Punkt (A>) gelegten Geraden 
ff = Kix—f) lässt sich offenbar auch auf folgende Art ausdrücken: 

und bezeichnen wir nun die Durchschnittspunkto dieser Geraden mit 
dem K<^;elschnitte durch (3£?)), so bat man zur Bestimmung der Coor- 
dinaten 3E, ^ die Gleichungen: 

g-(? = /r(3E-n 
Setzt man: 
Bo wird die zweite Gleichung: 

+ 2(AF+ CG) (X — F) + 2(50+ CF+ A^) (?) — G?) 
+AF^+BG^+2CFG+2EG = 0, 

also, wenn man 

g — G^ = /:(X— P) 

nnd der Kürze wegen 

a, = AF-^ CG, 

83, « JBG?+CF+^\ 

(£1 = ^F*+5G^+2CFG^ + 2ii;G^ 
setzt: 

(^+2CÄ:+5Ä'2)(3E-F)^+2(a, + ©,Ä')(3e-F)+(S:i ^ o, 
woraus sich, wenn 

^ "" ^ + 26'ä:+ i^i:^ * A + 26'/^+ //A-* 

gesetzt wird, 
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ergiebt. 



© - ö = K(M^ ±'}/m^^'- NO 



Die GleichuDg der durch den Pankt (f'O) gelegten Geraden 
y = K'(x — /') lässt sich auch auf folgende Art ausdrücken: 

und wenn man nun die Durchschnittspunkte dieser Geraden mit dem 
Kegelschnitte durch (X'9') bezeichnet, und der Kürze wegen 

«/ = AF+ CG, 
fbt' =- BG+ CF+E, 

©i' = AF^+ BG^+ 2CFG+ 2EG 
und 

Mr g/+«.-. r_^ ^,_ ^ 

^ A+2CK'+BK'^ ^1 A+2CK'+BK'^ 

setzt, so erhält man auf ganz ähnliche Art wie vorher! 

W-G = Ä'(Jlfi'±Vi^'^ — i^i'). 
Hiemach ist: 

und bezeichnen wir nun die Entfernungen des Punktes (FG) von den 
Durchschnittspunkten der durch den Punkt (/O) gelegten Geraden 
y = K{x—f) mit dem Kegelschnitte durch Pj, Q,; die Entfernungen 
des Punktes {FG) von den Durchschnittspunkten der durch den 
Punkt (/'O) gelegten Geraden y = K^x—f) mit dpm Kegelschnitte 
durch Pi', Qi'j so ist offenbar nach dem Obigen: 

P,2 Qj2 =: (1^.2^:2 )2(^^ -f VjI/,« -iV^ )«(Af, -VM,« -iV^ )«, 
P^2Q^2 = (1+ Ä'«)«iVi», P/«Qi'« « (1 +Ä"2)2jVi'2. 

Nach allem Vorhergehenden ist nun: 
P»Q«^ (l+Jg-M^ N^ Pi^Qi^ _ (1+Jg»)^ ^1* . 

also: 

P'2Q'2'p,'«Q/»~;V'»*iV/»' 
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Nach dem Obigen ist aber: 

N' ^W' ' A + 2CK+BK*' 



folglich : 



also: 



^/ ^ (£,' 'A+2CK -j-BÄ-« • 



Nun ist aber nach dem Obigen: 

also: 
folglich: 



©' 


- Af» - 


V'*' 


6/ 




p'iQ't 






1 = 


'/* 


', 


/» :/'« = 


PQ 
■p'Q' 







1; 



oder 



/» :/'« « PQ . p/Q/ : P'Q'.PjQi, 



und wenn man die absoluten Werte von /, /' durch (/), (/') be- 
zeichnet: 



oder 

(/) : (/') = VpQ . V^^W : V^P^ . iPiQv 

Bezeichnet man die mittleren Proportionallinien 

iPQ, Vp^, VPiÖ;, VÄ^ 
zwischen 

P, Q; P', Q'; P„ Qi; P/, Q/ 

beziehungsweise durch 

J7, n', i7„ i7/; 
so ist: 

(/):(n-nil/:n'l^, 

wo UITi' und Wn^ zwei durch die mittleren Proportionallinien il, 
17,' und Il\ i7| bestimmte Rechtecke sind. 

Um überhaupt das Yerhältniss zweier Rechtecke 



'-■inerf: Üeber Nemlon'i Helhode 

len, nehme man eine Linie l von beliebiger 
die vierte ProportioDülIinic x' zu a, a', X und 
linie x zu l', b, X; so ist: 

a:a'^X:x\ 
b':b = k-.x; 



I Verbältniss der Rechtecke ?7n„ 11' TI^ durch 
nimmt nian eine Linie ;i von beliebiger Länge 
ten Froportionalliuion L' uud L zu i7, 77', A 



nZ7/: 77'i^ =L:L', 



{/) : (/') :L:L'. 



len Punkt (/D) gelegte Gerade den Kegelschnitt 
Punkt {/'O) gelegte Gerade ihn schneidet, so 



li die Punkte (/O) und (/'O) gelegten Geraden 
iiren, so ist P= Q, P, = Q, und P'= Q', 

P» pt p% p't 
P 'S . p'ip j = £_: £i_ = £_;£_ , 



n Punkten vi, if, C sich schneidende gerade 
^g. III.) einen Eegelschnitt beziebnngswoiec in 
B' bertlhren, so ist: 



BeadbvOof cws KeyeUdmiiis Hc l3 

A'C A'B 



B'CzB'A = 



C'A:C'B = 



CA ' C'B" 
ß'A B^C 



A'B ' A'C 



Tri* 



also durch MnlüplicatioB oder ZnsammensetzoDg dieser Proportionen : 

A'B.ß'C.C'AiA'C.B'A.C'B 

A'C.B'A.C'B , ÄB^B'C. CA 
^ A'B.B'a.CA ' A'C. B'A.CB* 



und hieraas: 



folglich: 

also: 
oder: 



in? ' Fe* ' C'A^ A'& ' B'A^ ' C 'B^ 
A'C.B'A.CB ^ A'B.B'C.CÄ ' 

A^^ • Fe* • CÄ^ =• Ä^ . W2^ • Cb\ 

A'B.B'C.CA = A'C.B'A.CB 

AB*. BC.CA' = AC. BA\ CB\ 



§. 3. 

Indem wir ans zu der Aafgabe, am die es sich in dhmm* AI/* 
handlang handelt, wenden, so bemerken wir, dasH Newton (\i\\h \, 
Propositio XXIII. Problema XV.) zaerst den FaJI \ndrm:hUii, 
wenn (Fig. IV.) drei Punkte -4^, A\ A^ und in d<;r jbnr \M^i*, 
nach gegebenen Geraden MN der Punkt A^ gegelycn %\\u\^ unA 
ein Kegelschnitt beschrieben werden soll, welclier durcb di^; An'X t/f*'^" 
gebenen Punkte A\ A\ A^ gehen und die ihrer Lage nA/M v,^*^ii\mm. 
Gerade MN in dem in derselben gegebenen Punkten A* UrtiUr*m ntAl 

Wenn wir in der Figur Fig. L den Punkt A* umtM^U mhn 
bei dem Punkte 4* annehmen und durch tVut PuiikU; A^^ A*^ A\ 
A\ A^ uns den durch diese VunkUs f^t'\iß;u^:u K^iv,* l^hutu, }^y^ 
schrieben denken, so wird die Gerade; A^A^ '?iw5 nu^wWi'h UUjtt^i 
, Sehne desselben, welche in dem Greoz(aJi^, «^//i $,ifh\^*,u 4fr l'nuki 
A} mit dem Punkte A^ vollständig txi^aMum:u\ki\i. m 'J;>5 »Vn K'^/ J- 
schnitt in dem Punkte -4* Berühren^Jf; Wf^t'/,'\A, »v**^/'^ u/4H ust^U 
der Abhandlung Nr.XXVHI.i.vor.T. ai/t';;*v,'/i(/ /v vf fory/h^'^j, /^^ 
Schreibung des durch die drei gegebeneyi P^ vxV; AK A^ A'" %f h* v;/ ;* 
und die ihrer Lage nach gegebene QanA': M!i \u ^^ju //# /Vrt/^v-Sp 
gegebenen Punkte -4* berührenden Kegel«ch;.,*u jr/^',,%/t ^.r) »'/V% /:> 
mich, so weit es angeht, ganz derselben l>r//c,-\ux'»%v:u »y. #« <-"y 
genannten Abhandlung bedienen werde. 
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Also ist stets: 

was auf den folgenden, übrigens längst bekannten Satz führt: 

Wenn zwei parallele Sehnen eines Kegelschnitts 
von einer dritten Sehne desselben geschnitten werden, 
so sind die Prodncte der Entfernungen der Durch- 
schnittspunkte dieser dritten Sehne mit den beiden 
ersten einander parallelen Sehnen von den entspre- 
chenden Durchschnittspunkten der letzteren mit dem 
Kegelschnitte proportional den Producten der ent- 
sprechenden Entfernungen der Durchschnittspunkte 
der beiden parallelen Sehnen mit der dritten dieselben 
schneidenden Sehne von den Durchschnittspunkten der 
letzteren mit dem Kegelschnitte. 

In Fig. I., wo die Gerade MN den Kegelschnitt in den Punkten 
A und A' schneidet, ist also: 

AB.A'B:AC.A'C=ßB\BB": OC'.CC". 

Lässt man nun, wie in Fig. 11., die in Fig. I. den Kegelschnitt 
in den Punkten A und A' schneidende Gerade MN in eine denselben 
Berührende übergehen, so fall^ die Punkte A und A* zusammen, 
und die obige Proportion geht in die Proportion 



AB^'iAC' = BB^BB^iCCCC" 
über. 

Aus diesen Sätzen haben, wie schon oben bemerkt, die Commen- 
tatoren der Newton'schen Prindpien einen anderen Satz abgeleitet, 
auf den es bei der Beschreibung eines Kegelschnitts, der durch vier 
gegebene Punkte geht und eine der Lage nach gegebene Gerade be- 
rührt, eigentlich ankommt Da mir aber diese Ableitung, wie gleich- 
falls schon erinnert, etwas weitläufig und nicht allgemein genug zu 
sein scheint, so habe ich es vorgezogen, im folgenden Paragraphen 
für den in Rede stehenden Satz einen selbstständigen analytischen 
Beweis zu geben. 

§. 2. 

Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts zwischen recht- 
winkligen Coordinaten sei: 

Ist nun ($17) ein beliebiger Punkt dieses Kegelschnitts, so ist 
bekanntlich die Gleichung der Berührenden desselben in diesem Punkte: 
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Denken wir ans nun aber diese Berührende als Aie der x an- 
genommen, 80 ist ibre Gleichung 

folglich: 

A^+Cf]+D = 0, /)|+£i)+F= 0; 

und nehmen wir nun den Punkt (£i]) als Anfang der Coordinaten an, 
so ist I = Oy I) = 0; alsoi 

2J — 0, F=0; 
folglich die Oleichnng des Kegelschnitts: 

Zwei Punkte in der BerUhrenden, welche jetzt die Axe der x ist 
mit dem Bertthmngspunkte als Anfangspunkt der Coordinaten, seien 
IfO) nnd (f'0)\ durch diese Punkte seien zwei Gerade gezogen, deren 
Gleichnngen beziehnngsweiso 

y = ir(a!— /) und !, = K'(x—f') 
sein mögen. 

Beieicbnen wir den Dorchschnittspunkt dieser beiden Geraden 
durch (Xr), so hat man zur Bestimmung der Coordinaten X, Y des- 
selben die Gleichungen: 

r=KiX-/), 7=K\X-f'); 

woraus sich leicht: 

Kf-K'f 
^~ K—K' ' 



^-'- K-K- 
fol^ich: 



KK'lf-f) 
K—K' 



ergiebt; und setzen wir also der Kttrze wegen jetzt 



Kf-K'f 
K~K' ' 



und der Dnrchschnittspuukt unserer beiden Geraden kann a 
Folgenden durch (FG) bezeichnet werden. 
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vrir dio DnrcbscbDittepiuikto der durch den Ptinkt 
raden mit dem EegclBchnitte durch (Xj^\\), bo haben 
uug der Coordinat«D X^, Y^ die Gleichungen: 

X,=f-\-[X^-f), 
to Gleichung, wenn der Kürze wegen 
^ = Af, l^ = Cf-\-E, ^ = Af* 

r,»+2C(^— /)ri+28i(-r,~/)+2Sr,+(j = ü, 

also, wenn man in dieser Gleichung 

F, = K(X,-/) 
mno" von Xt~/ dio Gleichung 
■BK%X^-/)*+2(^-i-®KHX,-/)-\-(l = 0. 
sich, wenn der Kürze wegen 

A+2CK+BK»' "" A+2CE+BK* 

Xi —f = Af + Vif*— JV, 

wir die Dorchschnittspnnkto der durch den Punkt 
jeradon mit dem Kegelschnitte dnrch (J,'ri'), so 
n der Kürze wegen 

\'=Äf\ W=Cf'+E, Q'=A/'» 

g'+S'g' , IS.' 

i+2CK'+BK'*' ^ A-^2CE'+B£'* 

[ ganz ähnliche Art wie vorher ; 

Xj'—f = M'± VaI"'~N', 

y,'= k'(m'±Vm'*—n'). 

f)'+Yt» = 0-+K' )(U ±Vm* —N )*, 
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und bczoiclmen wir also die Entfernungen des Punktes (fO) von 
den beiden Durchschnittspunkten der durch ihn gelegten Geradon 
y = K(x — f) mit dem Kegelschnitte durch P, Q\ die Entfernungen 
des Punktes (f'O) von den beiden Durchschnittspunkten der durch 
ihn gelegten Geraden y = K'{x —f) mit dem Kegelschnitte durch 
P', Q'; so ist nach den vorstehenden Formeln offenbar: 

also: 

Die Gleichung der durch den Punkt {fO) gelegten Geraden 
y = K(x—/) lässt sich offenbar auch auf folgende Art ausdrücken: 

y—G^Kix — F), 

nnd bezeichnen wir nun die Durchschnittspunkte dieser Geraden mit 
dem Kegelschnitte durch (X?)), so hat man zur Bestimmung der Coor- 
dinaten X, f) die Gleichungen: 

?)-(? = /r(3E-P), 
Setzt man: 

80 wird die zweite Gleichung: 

^(I--P)2+JB(?) — G02+2C(S — F)(D— G9 

+ 2(-4P+ CG^) (3£ — P) + 2(P(y + CP+ J^) (g) — G) 

also, wenn man 

und der Kürze wegen 

a, = ^P+ CG, 

83, =- 5G?-|-CP+J&;, 

g^ == ^P2^^G^2+2CPG^+2£G^ 
setzt: 

U+2C'js'+^is:2)(X— P)^+2(«i+©iis:)(X— P)+(E, = o, 

woraus sich, wenn 

^ "" -4 + 2CJS:+ J5Ä»' ^^1 ~" ^ + 2CK+BK^ 
gesetzt wird, 



and bozeichncB wir *lr.; il-i £i-';rT.Tij-^ i^* ?Tiir.c§ 
den beid«i I>arci.-<t^^'-izijr i : r r:r i lii fT.i-^-?! ' 
»= ifCi — /■> mit -i:— Kr-V-~:^.-^ i— i /: „: i.-^ £;-"- 
des Punktes (fi.; t:= l-;: :^_..i I-c ^ijj:_— »^.-injr^z in 
Um gelegtes G^aöv^ ^ = J' .- — ,^ ilj: ii^ £i-.-.:^:iiJ:r 



J*'*Q'» = (1-^i-r ' -V— >T? = — .1 = -V— » Jtf * — -V.-: 

also: 

Die GJeiciiE^ d=r i-^/z. i -. f-Liin ■" 

y — G== E i~r, 

und bczeidiDfn wir kz^ dir Trir -j. '■ -— r-^-' r ^ i 
dem Kf^elschnitte dsr^i '3C?' . •■' '•-%: zlxi. rz: &«- 
tÜBMoi 3E, g die GJ^khai^^:: 



ri'BG+CF-i-K 
Ktt~~F) 



-E. 

+ 2CFO-{--2EG 



(«i + SiiTja-/: 



3Ck Hutmamu: Uther mjmipoUmtialt Mattfmrertahimfftm, 

darf, wenn der afficirte Pnnkt ausserhalb der Transposiücnskagd 
lit^. so werden wir uns auf die Fälle beschränken mfisseo^ wo def 
aüioirte Fonkt ansserhalb der zu transponirenden Massen liegt, also 
aof die Potentiale f&r äossere Pnnkte. £s wird sich daher im Ver- 
laufe der Untersachang zunächst nur darum handdn, an die Stelle 
bestimmter Massenrerteilungen andere zu setzen, die auf Punkte im ur- 
sprünglichen Aussenraume dasselbe Potential haben. Daran wird sich 
dann noch die Frage schliessen: Welches ist das Potential dieser 
Massen auf innere Punkte? 

Wir wollen im Folgenden f^ die Dichten die nachatehenden 
B<\£t>ichnungen gebrauchen: 

t fbr lineare, 

^ für Flächen-, 

d oder d für räumliche Dichte. 



§1. 
Isolirte Hassenpunkt«. 

IVr Klomoutarkörper, aus dem man sämmtliche Körper aufbauen, 
wvuiu umw jiHlou zerlegen kann, ist das Massenelement. Sein Poten- 
\\^\ mi oiut^u lu der Entfernung r befindlichen Einheitspunkt ist: 

r 

w,,^ .4 ^oU\o M^^ao« C eine eigentümliche Anziehungsconstante be- 
UvttUi \\vi\l Uii^o aus dem Potentialwerte der Erde bestimmt, so 

\\v^ KsU^ U^N^sw^v -V vUo Masse der Erde, und g die Beschleunigung 
^u vU^ t^s^s^^^^UAol^o dttwtellt. Das Potential eines solchen Punktes 
va ^tawK vi^x vv^vN» »^w^lort^u J\ nicht weiter ersetzbar. Denn wählen 
vv^v avu sv^th^vN ^'^swHkvl mw Anfangspunkte eines orthogonalen Coor- 
.\^v,,.uvv.>s^'uv V HM *^U^ PotonUal auf einen Punkt (xt/z): 

k 
vi.^. kSvKvuuU >\ v^^^ »NV^MlM Punktes («, A y) auf denselben Punkt 



"^ *»v^ «)M"(y-W'+(«-y) 
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in diesen Ausdrücken bedeuten k und l\ zwei den zugehörigen Massen 
eigentümliche Constanten. Ist nun für jeden Punkt {xi/z):P= P^, so 
ergiebt sich durch Division und Quadrirung: 

Diese Gleichung gilt nur dann für jedes xyz, wenn die Coeffici- 
entcn der gleichen Potenzen dieser drei Vanabeln übereinstimmen: 

und: 

d. h.: wenn der zweite Punkt mit dem ersten zusammenföllt und die- 
selbe Constante hat. 

Das Potential zweier Massenpunkte m^ und m^ auf den Punkt 
(arya), von dem eratere die bezüglichen Entfernungen r^ und r^ haben, 
ist: 



•(?+?} 



Es fragt sich, ob sich dieses durch das Potential eines einzigen Punktes 
ersetzen lässt. 

Wäre dies der Fall, so müsste selbiges die Form : C. - haben 

T 

und die Gleichung: 

müsste für jeden beliebigen afficirten Punkt gelten, wo unter m 
die Masse und unter r die Entfernung deä neuen Punktes von 
{xyz) verstanden ist Für alle Punkte einer um m beschriebenen 
Kugelfläche vom Eadius r' wäre: 



-^ = con8t = ^-, + -,j. 



r 



So Würden für die Punkte 1 und 2 der Kugolfläche die Gleichungen 
bestehen: 

- 1 H i =« const 

und: 

—\A 1 = const 

Subtrahiren wir jede dieser Gleichungen von der obigen, so er- 
giebt sich: ^.^— 



— -\ 
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Diese Gleichungen können, da «4 und m^ beliebig von Null ver- 
ischieden angenommen ^(ßrden können, nur dann bestehen, wenn ihre 
Determinante verschwindet: 



111 

^1 ^1 »-1 

Hieraus ergiebt sich die Gleichung: 



r^' 







W "■ r,^) "*"r, • W '^ V) + ri V r, V " ^ 



^1 



oder: 



(i?"»?) •'*»+ (rT'-r?) •'•» + (^»-;??) •'■^•*» = ^ 



Setzt man nun ein: 



r, « y(a:-a:,)»+(y-y,)*+(«-«,)^ 

so wird die dadurch entstehende Gleichung von einem höheren als 
dem 2. Grade werden, kann also keine Eugelfläche darstellen. Auf 
der ihr entsprechenden Fläche und nur auf ihr sind die Bedingungen 
A erfüllt; sie finden daher nicht überall auf der Eugelfläche (r'} 
sondern nur auf der Schnittcurve beider Flächen ihre Befriedigung. 
Die beiden Potentiale sind daher nicht für alle Punkte des Raumes 
identisch und können daher im allgemeinen nicht durch einander er- 
setzt werden. 

Auch das Potential von drei und mehreren isolirten Punkten 
kann nicht durch das eines einzigen Punktes ersetzt werden. 

Seien n solcher Punkte mit den Massen: 



m^ m^ 



Wh 



gegeben, so muss, wenn diese durch einen Punkt von der Masse m 
ersetzt werden können, für Punkte einer um diesen letzteren beschrie- 
* Eugelfläche die Gleichung stattfinden: 
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In Verbindung mit den Gleichungen, die sich daraus für die Punkte 

1 2 3 ... n 
der Eagelfläche ergeben, 

— fH — 1+ .. . +-^ = const 






n- 






const 



lassen sich daraus, die Gleichungen ableiten: 



r»») 



B 



Sollen diese erfüllt werden, so muss ihre Determinante verschwinden : 



1' 



1' 



rn rn' 



1^ 

♦•2 



*•«' 



1^ 










Bei Entwickelung dieser Gleichung und Einführung der Raum- 
coordinaten xyz ergiebt sich für letztere eine Gleichung von höherem 
als dem 2. Grade. Den Bedingungen B wird also auf einer Kugel- 
fläche nicht genttgt, und es kann mithin das Potential von n Massen- 
pnnkten im allgemeinen nicht durch das eines einzigen Massenpunktes 
ersetzt werden. 

Es lässt sich daher der Satz aussprechen: 

Eine endliche Zahl isolirter Massenpunkte ist niemals einem ein- 
zigen Massenpunkte äquipotential. 

Man kann dies auch leicht folgendermassen beweisen. 

WiüT sehr hohe Potentialwerte fallen die zugehörigen Niveau- 
flächen in lauter einzelne um die Punkte 



w>i wij 



mn 
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sich hinziehende Kugeln auseinander, die für kleiner werdende Po- 
tentialwerte allmählich verschmelzen und zu einer das ganze System 
umfassenden Fläche werden, welche sich in sehr grosser Entfernung 
mehr und mehr der Kugelgestalt nähert Haben zwei Systeme von 
Punkten dasselbe Potential, so müssen auch ihre Niveauflächen iden- 
tisch sein; sind diese verschieden, so sind auch die Potentiale nicht 
identisch. Ein Massenpunkt hat aber Kugelflächen zu Niveauflächen; 
daher kann er dem System von n Massenpunkten äquipotential nicht 
sein. 

§2. 

Mit Masse belegte Carven. 

Eine endliche Zahl von Massenpunkten kann nicht durch einen 
Punkt ersetzt werden, anders ist es aber bei unendlich vielen, wie es 
das Beispiel von der homogenen Kugelfläche, die ihrem Mittelpunkte 
äquipotential ist, zeigt. 

Diese Punkte können sich gruppiren zu Curven, Flächen oder 
Körpern. 

Die einfachste Curve ist die Gerade. Für unendlich grosse Werte 
des Potentiales schrumpft die Niveaufläche derselben in die Gerade 
selbst zusammen, für nahe daran liegende wird sie zu einem die Ge- 
rade umhüllenden Cylindcr. Im Endlichen stimmt diese Niveaufläche 
daher nicht mit der eines Punktes überein; es kann eine Gerade also 
nicht äquipotential einem Punkte sein. 

Gleiches gilt für eine mit Masse belegte Kreislinie und ebenso 
für alle Curven; es folgt dies auch schon daraus, dass das Potential 
einer Curve in dieser logarithmisch, das eines Punktes aber unend- 
lich wird wie - für limr = 0. 

r 

Eine Curve kann auch einer andern niemals äquipotential sein, 
denn dann würde der Potentialausdruck in letzterer logarithmisch 
unendlich, bliebe in ersterer aber endlich, während er sich gerade 
umgekehrt verhalten muss. 

§ 3. 
Fläehenf örmige Massenverteilang. 

Unter den Flächen ist die am einfachsten [zu behandelnde die 
gleichmässig mit Masse belegte Kugelfläche,* deren Potential sich durch 
das einer gleichen im Mittelpunkte conccntrirten Masse ersetzen lässt. 
Alle Flächen, die dieser letzteren Masse äquipotential sind, werden 
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eich rückwärts durch äquivalente Massentransposition von diesem 
Punkte aus erhalten lassen. Solche sind zunächst wieder homogeue 
Kugelflächen von beliebigem Kadius, aber gleicher Masse. Andere 
Verteilungen ergeben sich daraus, indem man die in den Punkten 
der Oberfläche befindlichen Massen auf darin centrische Kugelflächen 
gleichmässig verteilt. Nimmt man diese Verteilung nur mit einer 
endlichen Anzahl von Punkten vor, so kann man die transponirten 
Massen gegen die übrigen vernachlässigen und behält die Verteilung 
längs der Kugelfläche; unterwirft man ihr aber sämmtliche Punkte, 
so werden die Transpositionskugelflächon einander unendlich nahe 
liegen, und die ganze Masse wird nicht mehr eine Fläche, sondern 
einen Körper bilden, dessen äussere und innere Oberfläche die ein- 
hüllenden Flächen der Kugeln sind, also eine Kugelschale, deren 
Dichte, wie leicht ersichtlich, eine Function des Radius ist. 

£s lässt sich daher durch äquivalente Massentransposition nur 
eine Fläche construiren, die einem Punkte äquipotential ist, und 
umgekehrt nur eine Fläche durch einen Punkt ersetzen, nämlich die 
homogene Kugelfläche, resp. mehrere concentrische homogene Kngel- 
flächen. 

§4. 

Körperliche Massenrerteilnngen, 

Um zu einem Körper eine äquipotentiale Massenverteilung zu 
finden, bedient man sich am einfachsten homogener Kugeln, mittels 
deren man entweder ein Masseuelement des Körpers am Mittelpunkte 
der Kugel auf den ganzen Kugelraum verteilt oder umgekehrt So 
lässt sich die Masse eines Körpers entweder in einen Pmnkt, eine 
Curve, eine Fläche, oder in einen andern Körper umlagern. 

Körper, welche sich auf diese Weise in einen Punkt P concen- 
triren lassen, sind die in concentrischen Schichten gleich dichte Ku- 
gel, sowie die daraus abgeleiteten Körper. 

In diesen letzteren, die beliebig nahe an den afficirten Punkt 
heranrücken, aber ihn nicht einschliessen dürfen, ist die Dichte 
ebenso unbestimmt, wie die Form; man kann sie in jedem Punkte 
durch äquivalente Massentransposition beliebig ändern ; sie stehn in- 
dessen unter dem Gesetz, dass sich ihre sämmtliche Masse äquipoten- 
tial in den Punkt F zurückwerfen lässt. 

Um die drei anderen Arten von Körpern zu finden, geht man 
am besten den synthetischen Weg, indem man sich dieselben aus den 
Gurven, Flächen, oder Körpern, durch welche sie ersetzt werden sol- 
len, construirt. 
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Iclepipcda, so können wir in folgender Weise leidit die Dichte an 
icdem Punkte bestimmen. 

Die homogene Engel kann den Körper auch dadurch erzeugen, 
das8 8ic sprungweise um das Element fh fortschreitet und an jedem 
Kuhepnnkte ihre ganze Masse ablagert Dabei fallen successiv auf 
den Punkt P die Punkte Pj, P^ etc. und in das Element 1 die Ele- 
mente 2, 3, 4 etc. und zwar so viele Elemente, als in dem innerhalb 
der Kugel befindlichen Stücke des Cylinders (ciarcZz) enthalten sind; 
es werden daher so viele Massenelemente in dem ersten zusammen- 
fallen, als Längenelemente: ds » PP^ = etc. auf dem innerhalb der 
Kugel liegenden Stücke der Cjlinderseite sich finden. Diese sind 
aber für jeden Punkt um so mehr vorhanden, je länger das Sehnen- 
stück der Cylinderseite ist 

Da die sämmtlichen Elemente einander gleich sind, so ist die 
Dichte in jedem proportional seiner Masse. Daher ist die Dichte in 
jedem Punkte des sphärogenen Cylinders proportional der Länge der 
zugehörigen der Achse parallelen Kugelsehne. 

Bezeichnet R den Radius der erzeugenden Kugel und r den Ab- 
stand des Punktes P von der Achse, so ist die Dichte 

wo C eine näher zu bestimmende Constante. 

Für die Oberfläche des sphärogenen Körpers (r = R) ergiebt 
sich die Dichte: ^ = 0, während sie nach innen zu wächst und in 
der Achse (r =» 0) endlich : 

wird. Daraus ergiebt sich durch Division die Gleichung: 



V 



R *—r^ 



Ein jeder Cylinder, dessen Dichte 6 in der durch diese Formel 
ausgedrückten Beziehung zur Achsendichte ^o steht, ist seiner mit 
der sämmtlichen Masse belegten Achse äquipotential. 

Welches ist die lineare Dichte einer solchen Achse? 

Da die Achse an allen Punkten gleichmässig mit Masse belegt 
und die Masse des sphärogenen Körpers gleichmässig um sie herum 
verteilt ist, so können wir uns in jedes Achsenelement dß die ganze 
zwischen den zugehörigen zur Achse senkrechten Ebenen liegende 
Masse concentrirt denken -, alsdann haben wir die sämmtliche Körper- 
masse gleichmässig längs der Achse verteilt 
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eiche dabei aaf ein Achsenelement lallt, ist leicht 
:gcn wir senkrecht zur Lamelle [(&] zwei mit der 
coachsialo Cylinderflflchen von den Radien r und 
Masse des dadurch auB der Lamelle ansgeschnitte- 
Etinges: 

da.dr.2nr.i = 



er ganzen Lamelle: 



) lineare Dichte mit c, so ist: 



V einer nnendlicben Graden von der Constanten 
Kkanntlich: 

r-=2.Blogj*^ 

ng des atEcirten Einheits-UasEenpnnktea von der 



mel für t lehrt ans der Dichte des sph&rogenen 
ipotentiate lineare MassenverteilnDg finden. Soll 
!r linearen gleichmässig mit Masse heiegten Achse 
Cylinder conatrnirt werdefl, so mttssen die Dichten 



endorfi Schwere, ElekCridUt and Magnetiimoe. p«g. 60. 
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A _ 3 

nnd 



. 3 l/Ä»-r« 

Stehen. 



Es ist also die lineare Dichte e direct proportional dem Quadrate 
des Radius des sphärogenen Cylinders oder einfach proportional sei- 
nem Querschnitte. 

Construiren wir zu zwei mit linearen Dichten b und b^ bel^^ten 
Achsen sphärogene Cylindcr, in denen sich die Quadrate der Radien 
verhalten wie die linearen Dichten b resp. e^, so haben diese gleiche 
Dichten ^o l^ngs der Achse, da 

JL — A.. 
da aber auch für correspondirende Punkte P und Pi : 






so sind an den entsprechenden Punkten dieser beiden Cylinder die 
Dichten einander gleich. 

Bei sphärogenen Cylindem, deren Querschnitt proportional der 
Dichte der äquipotentialen linearen Massenverteilung, sind die Dichten 
in ähnlich gelegeneu Punkten einander gleich. 

Denkt man sich die Achse eines sphärogenen Cylinders in einem 
Punkte durchschnitten und die Masse desselben so in zwei Teile zer- 
legt, dass die sämmtlichen crzeugendeu Kugeln sich zu dem Teile 
Summiren, in dem ihr Mittelpunkt liegt, so erhält man Cylinder, die 
nach der einen Seite ins Unendliche gehen, nach der andern aber 
von Hemisphären begrenzt werden. 

Es leuchtet ein, dass sie äquipotential sind dem Stücke ihrer 
linearen Achse, das vom Mittelpunkte der Hemisphäre nach dem Un- 
endlichen geht; die Dichte der linearen Massenverteilung wird die- 
selbe sein, wie beim unendlichen Cylinder, da grade wie bei einem 
solchen, auch hier auf ein Längenelement ds die Masse einer Kugel 
concentrirt wird. In der Endkugel dieses Cylinders nimmt die Dichte 
um so mehr ab, je mehr wir auf einer Parallelen zur Achse von der 
inneren Fläche der Endkugel nach aussen schreiten, da um so we- 
niger erzeugende Kugeln ihre Massen abgelagert haben; die Zahl 
derselben an jedem Punkte P ist proportional dem Studie <r, um das 
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man auf der durch P gehenden Parallelen von der äusseren Fläche 
fortschreiten muss, um zu ihm zu gelangen. 

Bezeichnet 2 (Fig. 2.) die zu P gehörige ganze Sehne, so ist 
die Dichte in diesem Punkte: 

wo: 

oder: 

Daraus geht hervor, dass auf der Calotte (a = const) einer jeden 
erzeugenden Kugel, die in das Innere der Endkugel fällt, gleiche 
Dichte vorhanden ist. 

Indem wir den Cylinder in der obigen "Weise an zwei verschie- 
denen Punkten auseinander trennen, erhalten wir einen sphärogenen 
Cylinder, der von zwei Hemisphären begrenzt wird. Für ihn gelten 
die eben gefundenen Resultate. 

Innerhalb der Endkugeln ist die Dichte längs der darin liegenden 
Calotten der erzeugenden Kugeln, im übrigen aber in gleicher Ent- 
fernung von der Achse constant Diesem Körper äquipotential ist 
die mit der ganzen Masse gleichmässig belegte Centrale der beiden 
Endkugeln. 

Ein sphärogener Cylinder setzt sich daher aus lauter coachsialen 
Cylinderschalen zusammen, die von den zugehörigen Calotten einer 
und derselben Kugel (R) abgeschlossen werden und mit diesen gleiche 
Dichte haben; die äusserste Schale ist die von Halbkugeln begrenzte; 
die Dichte in den einzelnen Schichten richtet sich nach dem Radius 
r der Cylindermäntel: 



=:\/^^.S.. 



R^ ' "'^' 

Um das Potential P einer gleichmässig mit Masse belegten Gra- 
den von der Dichte b und Länge 2b aufzustellen, wählen wir die 
Mitte derselben zum Anfangspunkt O eines orthogonalen Coordinaten- 
systems, die Grade selbst zur F- Achse. 

Dann ist: 

+6 



=-/i- 



-6 

WO B die Entfernung des afficirten Punktes von einem Element dß 
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der Graden darstellt. "Wenn aber q die Entfernung des Punktes von 
der Graden bedeutet, so ist: 

E = y (^r^r^)«+7^ 



und 



+6 






§6. 

Der Kreis» 

Teilen wir einen Kreis (M) in unendlich viele gleiche Stücke dsQ 
und lassen eine Kugel, deren Mittelpunkt sich sprungweise von einem 
Teilpunkte zum andern bewegt, in jeder Buhelage ihre ganze Masse 
ablagern, so entsteht ein sphärogener Kreisring. 

um die Dichte desselben in jedem Punkte P(Fig.3.) zu bestimmen, 
legen wir durch den Leitkreis eine Ebene, welche die Symmetrie-Achse Z 
im Punkte M triift und verbinden M mit dem Mittelpunkte O einer 
erzeugenden KugeL Nehmen wir dann OM als -Y- Achse an und 
schneiden aus dem sphärogouen Ringe einen zur Z-Achse symme- 
trischen Kreisring heraus, dessen Hauptschnitt das Element €ixdz ist, 
so wird dieser von den erzeugenden Kugeln in unendlich kleine con- 
gruente Cylinder zerschnitten. Fassen wir einen solchen ins Auge, 
so wird in ihm bei der spruogweiscn Bewegung der Kugel ein 
Massenelement derselben nach dem andern abgelagert. 

Je mehr Elemente sich in dem Teile befinden, welchen die Kugel 
aus dem Ringe ausschneidet, um so grösser wird die in dem Elemente 
angehäufte Masse werden. 

Vernachlässigen wir die Massenstückchen des Ringteils, welche 
nicht mehr ein ganzes Massenelement bilden, als unendlich klein 
gegen die Summe der übrigen, so ist die in jedem Volumelemente 
angehäufte Masse proportional dem Bogenstücke, das von einer be- 
stimmten Seite des unendlich schmalen Cylinders durch die Kugel 
ausgeschnitten wird. Die Grösse dieser Volumelemente ist aber nicht 
dieselbe bei allen Kreisringen (dxdz)^ sondern nimmt mit der Ent- 
fernung vom Mittelpunkte M zu. 

Zerlegen wir den Kreisring (dxdz) durch Ebenen, welche durch 
die Z- Achse und die Teilungspunkte des Leitkreises gehen, so erhalten 
wir ebenso viele congruente kleine Cylinder, als vorher Volumelemente ; 
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diese werden dalier den enteren gleich sein ; da aber der Querschnitt 
beider dx.d* ist, so werden auch ihre entspreclienden Seiten dieselbe 
Länge haben. 

Nennen wir das Stficlc, welches durch zwei solcher Ebenen von 
eioem zur ^Achse symmetrischen Kreise abgeschnitten wird, d», die 
Entfernung desselben von der ^Achae a-j-£, wo | die iT-Coordinate 
von i* in Bezug auf O als Anfangspunkt ist, so verhUt sich: 

di:dio = a+i:a. 

Da die Cylinder (dx dt) denselben anendlich kleineu Qnerschnitt dx.di 
haben, so verhalten sich dieTolomina v and vq zweier Elemente wie 
dt zn d*i, oder wie ihre Entfernungen Ton der Z- Achse; 



Non ist aber die Dichte: S = -■ Diebin einem Elemente des Bphä- 
rogenen EOrpers abgelagerte Masse ist proportional dem Bogen 2i; 



Es bleibt noch der von der Kagel ansgeschnittene Bogen 2* zn be- 
rechnen. 

Hflge derselbe in der Höhe x Ober dem Leitkreise liegen and 
2a als zogehSrigen Centriwinkel haben, so ist: 



WO! 

Hithin ergiebt sich: 

3- C.*.^-C.o.o 

Hieran« folgt: d = 0, wenn: 
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(a+|-a)«-p«-0 

d. h. ftr alle Punkte der Oberfläche des Kreisringes. 

Um die Constante Cm bestimmen, suchen wir die Dichte Öq Ar 
die Achse (x » 0, 1 = 0) des Kreisringes; dort ist: 

So «= C.a.arccos — öö*"^ 1* 
dah^: « 

Da aof dem äquipotentialen linearen Ringe die ganze Hasse M 
des sphärogenen Ringes sich gleichmässig verteilt, so ist die Dichte e 
des linearen Ringes durch die Gleichung bestinunt: 

2na,B = AL 
Es ist aber: 



• • • 



M 



= Ci.dt, 



wo dt das Hassenelement bezeichnet und die Int^iration über die 
ganze Masse des sphärogenen Ringes zu erstrecken ist 

Integriren wir längs eines Elementarringes, so ei^giebt sich, da 
an allen Punkten desselben die Dichte d dieselbe ist: 



Jf — fTö.di.dz.2n(a+i), 



oder, wenn wir fOr ^ den oben gefundenen Wert setzen: 

Ja «^ C7. «A, 



wo: 



C — F^ri — T^.ir 



arccos 
und: 

J«2 



[ 2a« J 



Es ist aber: 



^.+:i).»cc« K+^+!';-'1 -^ 



d h. gleich dem auf dem Elementarringe durch die Kugel abgeschnit- 
tenen Bogen; daher ist durch 
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das Yolnmen des innerhalb der Engel liegenden Stückes vom Elemen- 
tarringe ansgedrückt; die Summimng der innerhalb der Engel Uzen- 
den Stücke sämmtlicher Elementarringe ergiebt das Yolnmen der 
Engel selbst: 

J-= // 28.dk. dz = l-R'.». 



Daher: 



n 



arccos 



und: 



L 2a> J 



M ^ n R^ 



^ \'^^ = ^ r2>-22^T*o- 



arccos 



f 



2a* 



Diese Formel bestimmt die Dichte t eines linearen Ringes durch 
die Achsendichte ^o d^s äquipotentialen sphärogenen Ringes; die Be- 
rechnung des Potentiales bei solcher Massenverteilung ist folgende. 

Bezeichnet E die Entfernung des afGcierten Punktes P von einem 
Ringponkte (Fig. 4.), so ist das Potential: 

K_2 /%^ 



/ t. o. 

f. 



n 

B,a.d(p 



Vr*-j-a*sin*9' 

oder da: 

r^ = ro*+a*cosV — 2roacosg)SinO, 

wenn vq — MP^ und O der Winkel ist, den MF mit der ^- Achse 
bildet, so ist auch: 

n 



F=2 r '-'"'^'^ 

J VV+ö* — 2roa cos fp sin^ 



2az 



J ^(ro*+a»— 2aroSin^-f 4aro8in^8in«|) 



Es ist: 





V-l-a*— 2aroSin^ > 0; 

richten wir femer die Z- Achse stets nach der Seite des Ringes, an 
welcher der Punkt F liegt, so ist stets: 
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daher: 

4roa8in^>>0; 
wir können daher setzen: 

E^ — 4roaaind^ 
nnd: 

£,* - V+a«+2roasind = V+ V, 

wo dann E^ nnd E^ die Entfernungen des Pnnktes P vom n&chsten 
nnd entferntesten Bingpnnkte sind. 



Alsdann ist: 



oder wenn: 






* = l; d<p = i.dif. 



^ 



n 

a 



■J V£i«+-Eb»(l-cosV) 



n 
2 

4 






cosV 

Es ist aber allgemein, wenn F{%) eine analytische Function von x 

bezeichnet: 

- - 

2 2 

/ F(cos*g)) 'dtp ^ I JP(8inV) • dip» 



da 

2 n 



I F(cosV)<^9> ■■ / F{cos^qi) ,d(p 



2 



1^' 



.^ 
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n 
"2 



= f F(^COS^(~+^yj.dg> 



n 
2 



• / F{AD?q>).d<p\ 



mithin ist ancb : 




4ac f^ dg> 

^2 




(I)"™*» 



Setzen wir: ^ = ik'^, so ist nach der Landen'schen Transformation: 
wo: 

'■"iH-vr^/fc^ ^2+^i' 

Es ist femer: 

weim: 
Daher ist: 

=■ :^ • itI {1+© (rrl) + (§ "i) (i+q) + •'•} ' 

Zerschneiden wir die ringförmige Achse des Ereisringes an zwei be- 
fiebigen Punkten nnd lassen in jedem Teilungspuiücte der beiden 
Stocke die erzeugende Kugel ihre gesammte Masse ablagern, so er- 
halten wir zwei Ringstücke, die durch eine teilweise Ineinanderlage- 
rung, bei der die Stücke der Achse einen vollen Kreis ausmachen, 
sich zu dem sphärogenen Ringe ergänzen. 
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Die Dichte an jedem Pankte dieser tou Hemisphären hegrenzten 
Bingstücke ist mit Ausnahme der beiden Endkngeln dnrch ^e Glei- 
chung C bestiiDint 

Innerhalb der letzteren aber erhält man auf jedem zor ^Achse 
symmetrischen Bogen vom Badius r eine um so grössere Dichte, je 
mehr man sich darauf von der Begrenzongs-Halbkogcl entfernt, weil 
man in am so mehrere der erzeugenden Engeln eindringt. 

Beieichen wir mit <f das durchwanderte Bogeustück, so ist die 
Dichte 8k an dem erreichten Punkte: 

• = "««" [ 2(„+r.). J ■ *'■+'■'• 

Daher ist die Yerbindnng mit der Gleichung C: 

** = fSa*— Ä,)-*"' 

2(o-}-ra). arccos 1 — ^ — 1 

fSr 

<r = 2» 
ergebt sich: 

it^i; für = 0, d. h. 

für die äussere Hemisphäre: 

ik=0. 

Ein solches sphärogencs BingstUck ist äquipotential dem zt^ehörigen 
Stucke der Achse, belegt mit derselben Dichte « wie bei dem vollen 
Binge. 



FliehenarHsfl Hassen und äqnipotentlale KSrper. 
Die nnbef renale Ebene. 

sen wir eine homogene Engel sich sprangweise längs einer 
bewegen nnd an jedem Bahepnnkte ihre ganze Masse ab- 
so entsteht ein sphärogener Eörper, dessen Potential durch 
er Fläche ersetzt werden kann, wenn wir in dem Mittelpunkte 
ihelsge die sämmtlicbo Masse der Engel concentrirt denken. 
nrch entstehende Körper wird, wenn die Fläche anendlich 
Kugel sich Btotig von Punkt za Punkt bewegt, flberall eine 
)icke besitzen, welche dem Durchmesser der Kugel gleich sein 
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wird; die Oberfläche dieses Körpers aber ist die Enveloppe der sämmt- 
lichen Ruhelagen der erzeugenden Engel. 

Die Leitfläche sei eine unbegrenzte Ebene. 

Wir markiren die Bnhepnnkte fOr den Mittelpunkt der Engel 
durch die Schnittpunkte zweier Systeme orthogonaler Geraden, welche 
in gleicher, unendlich kleiner Entfernung parallel laufen, wählen 
ein Paar derselben zur JT- und F- Achse und bezeichnen ihre Ent- 
fernungen mit: 

dx => dy. 

Lassen wir dann die Engel zunächst längs der X-Achse sich fort- 
bewegen, so erhalten wir nach Ablagerung der Eugelmassen einen 
sphftrogenen Cylinder (s. Fig. 5.). 

Um den gesuchten Eörper zu erhalten, denken wir den gefunde- 
nen Cylinder sprungweise so fortbewegt, dass seine Achse successiv 
die Lagen der Parallelen y => const der zweiten Schar annimmt, und 
in diesen Ruhelagen seine ganze Masse a^elagert. Es ist einleuch- 
tend, dass auf diese Weise derselbe Körper entsteht, der durch Ab- 
lagerung der Masse jeder Engel in ihrer Ruhelage sich bUdet; denn 
am Ende unserer Construction haben wir an jedem Eckpunkte des 
Netzes eine Engel abgelagert 

Welches ist die Dichte dieses Eörpers? 

Die Masse, welche sich in einem Elemente <2st;.<fy.dj3 in der Höhe 
z ober der XF-Ebene ansammelt, erhalten wir, wenn wir parallel der 
r- Achse ein Parallelepiped vom Querschnitte dx.dz durch den Cy- 
linder hindurch legen. Dieses wird durch die Mäntel der auf einan- 
derfolgenden sphärogenen Cylinder in lauter unendlich kleine con- 
gruente Parallelepipeda zerschnitten. So viele derselben innerhalb 
eines Cylinders liegen, lagern sich bei der sprungweisen Fortbewegung 
desselben in das vorderste Element; der noch übrige Teil d^ im 
Cylinder liegenden Masse des Parallelepipeds (dxdz)^ der ein volles 
Element nicht mehr bildet, kann gegen die Summe der übrigen ver- 
nachlässigt werden. Alsdann ist die im ersten Elemente angesam« 
melte Masse: 

dm = 2, I i,dx 

iL. 

^2.dx.dz.J y — ^ — ^ÖQ.dy 

y=0 





'^^^■^/»/^^Ä-.'ly^.) 



■0 e^ebt nch: 



/)A=S-(v^)-/« 



'/'* 



1. / (iiu.>»+o»V)'i» -J- 



^-V^=i^- 



Da jeder CjUnder durch die anfeinuider folgenden Oberfl&chenlagen 
des erzengenden Cjrlinders in Reiche Yolamenelementa zerlegt wird, 
■o verhalten sich die Dichten der einzelnen Elemente wie die darin 
befindlichen Hassen; es ist also die Dichte d in jedem Punkte : . 

iP— I» 

d-^ Const — ^— ■ 

lie Leitebene ist: 

> = 0; 
1 die dortige Dichte: 

la folgt: 



'eitf eichen wir mit dieser Formel die fOr die Dichte eines sphl- 
en Gjlinders: 

kennen vir leicht, dass bei Reicher Entfernung von der Leit* 
, resp. Flache der beiden sphärogenen Körper die Dichte in der 
rlichen Tafel in quadratischem Verhältnisse g^en die Dichte 
'ylinden abnisunt 
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Da die Masse der körperlichen Tafel gleiclunftssig zu beiden Sei- 
ten der Leitebene verteilt ist, so wird man die Masse, womitlletztere 
belegt werden mnss, um der ersteren äquipotential zu werden, ein- 
fach dadurch finden, dass man über einem Elemente dxdt/ parallel 
der i^ Achse ein Parallelepiped constrnirt und die durch dieses aus 
dem Körper ausgeschnittene Masse berechnet. 

In der Höhe z über der JTF-Ebene ist die Dichte: 

daher die Masse des ausgeschnittenen Parallelepipeds: 
dm^ 2 . I J .dt 



1=0 

R 

— ß8 — '^^ 

■=2^o* I — -^r^'HUdx.dy 

Ist aber fi die Flächendichte der Ebene, so findet die Gleichung 

statt: 

dm <=> fi.cZsB.c?^; 

daher: 

dm 
'^ dx.dy 

F {f*«4.Ä.^o. 

woraus weiter folgt: 

nud 

Haben wir als Leitfläche die unbegrenzte Ebene benutzt, so ist 
das Potential des zugehörigen sphärogcnen Körpers unendlich, wie 
das einer unbegrenzten Ebene von der Dichte \k selbst 

Dies lässt sich leicht auf folgende Weise dartun. 

Fällen wir von dem betrachteten Punkte auf die Ebene ein" Lot, 
wählen dies zur Z- Achse und den Fusspunkt desselben zam Null- 
punkt eines Polarcoordinatensystems (r, 9), so ist die ^Componente 



^o^-iof*» 
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der Kraft, mit der ein Massenelement der Ebene: { 
Eiiiheitsponkt P anzieht, gleich: 

H.r.dr.dip a 
P '«■ 
wenn f seine Enticrnong vom Punkte P darstellt 

Dio Kraft, mit der die ganze ebene Hasse von 
Dichte ft dcu Pnnkt P anzieht, ist daher: 




Die Kraft, mit der eine Ebene von constantci 
einen ausserhalb liegenden Pnnkt P aneieht, ist unab 
Entfcmang desselben von der Ebene. 

Oasselbe ergiebt sich auch folgendennassen. 

Denken wir uns eine znr JCF-Ebene parallele E 
der Dichte i* belegt in der Entfernnng i, vom Pun' 
Btrairon von P aus durch die Systeme der JT— const 
Ebenen, welche von der Parallclebeno die £lemcn 
schneiden, so verhält sich: 

dx^-di/t -.r^* ^ dx.dg'.r*, 

wenn r und r, dio Entfemangen des Punktes P von < 
in einer Graden liegenden Elementen dxdy resp. rfz^d 



proportional der Kraft, mit welcher der Pnnkt P 
Eprechondou Elementen beider Ebenen angezogen wir 

Za jedem Elemente der einen Ebene eiistlrt n 
Element der anderen, welches den Punkt P mit i 
anzieht. 

Daraus folgt, dass der Pnnkt P von der ganzen 
derselben Kraft angezogen wird, wie vod der Ebene . 
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Wie weit wir daher auch die Ebene -X^Fi vom Punkte P, oder 
den Punkt P von ihr entfernen, die anziehende Kraft bleibt stets 
constant 

Für unendlich nahe Punkte ist: 

dP dP . 

WO g- und — g-, die normalen Ki*aftcomponenten und n die Rich- 
tung der wachsenden Normale bezeichnet. 
Da in unserem Falle offenbar 

dp _ap 

8n 8n' ' 

80 ist: 

dp dP 

die constante Kraft, mit der die Ebene in jeglicher Entfernung den 
Einheits-Massenpunkt anzieht. 

Daher ist: 

p=»[— 2^^.»] —00. 

Zu demselben Resultate gelangen wir, wenn wir die Ebene als 
Oberfläche einer Kugel von unendlich grossen Radius r betrachten. 
Das Potential derselben ist dann: 

r=cD 



§a 

Mit homogener Hasse belegte Rechtecke« 

Wenn sich der sphärogene Cylinder nicht längs der ganzen F- 
Achse von — oo bis +oo, sondern nur längs eines beschränkten 
Stückes derselben, von y = bis y = const fortbewegt, so entsteht 
ein flächenartiger Körper von uneudlicher Länge, aber endlicher 
Breite. In allen Teilen dieses Körpers, die nicht innerhalb des An- 
fangs- und End-Cylinders liegen, ist die Dichte ganz dieselbe wie im 
vorigen Falle, da die Lagerung der Kugeln hier genau dieselbe ist; 
anders innerhalb der ersten und letzten Cylinderfläche. 

Denken wir uns von der Oberfläche des ersten Cylinders aus 
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parallel der F-Achse ein Parallelepiped mit der Onmdfläche dx.cU 
bin^nrchgelegt, so wird dasselbe durch die auf einander folgenden 
Lagen des erzeugenden Cylinders in lauter unendlich kleine con- 
gruente Elemente zerschnitten; in das erste derselben wird nur vom 
ersten, in das zweite vom ersten und zweiten Cylinder etc. Masse 
abgelagert, so dass die Dichte in diesem Parallelepiped stetig wächst, 
je mehr wir uns darin von der Oberfläche des Cylinders entfernen. 
Die Masse in jedem Elemente ist gleich der Summe der Massen der 
durchschrittenen Elemente des ersten Cylinders: 

dm ^^ I d,dx 



/a. 



,dx.d», I 1/ 









«o.cfej.cfa. yry^^^:!^.dy+J'y^-^.dy^. 



Es ist aber nach Obigem: 



jy^ 



femer: 



Setzen wir: 

/ ^ — sin», 
so ist: 

=» / cosg9.c;(sing9) =» cosq>.smq>-\- 1 8inV<^9>^ 
=« C08gD.sin9+ 9> — / cosV-«'^- 



■ 
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Daher: 

2. / coB^<p,d<p •=» (p'{'Binq>.C0B(p 
and 



, 1 y l/ J»-«»— y» . 
mithin; 

dfn=^ OQ*dx,dz, — «» — •< 

\i _JL_ l/l!z:f!zV 



Es ist ^(^ die Dichte im Endcylinder: 

dm 
de 



dm 



daher: 



ftlr 

ist: 

daher: 
ndthin: 



o+ftrcsm .-4 — = + 



yl/Ä«— «»— y« 



F.. (^(iO— — ßä — I Z S^o- 

Diese Formel geht für den Wert: 

mit dem wir ans dem End-Cylinder heraustreten, in die bereits be- 
kannte Gleichnng E: 



^-=-^;5-.^o 



fiber, die fär alle Funkte ausserhalb der End-Cylinder gilt 



^,^ 
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Genau denselben Körper, den wir so eben bei beschränkter Be- 
wegung des unendlich langen sphärogenen Cylinders erhalten haben, 
können wir auch durch unendliche Bewegung eines endlichen sphäro- 
genen Cylinders herstellen. 

Es möge sich ein endlicher sphärogener Cjlinder, dessen Achse 
von ^ » bis y » const reicht, sich selbst parallel längs der JT- Achse 
bewegen von «■= — ao bis a:=4"*^' Alsdann wird die Achse des 
Cylinders ganz denselben unendlichen Ebenenstreifen beschrieben 
haben, wie die des unendlich langen Cylinders im vorigen Falle. 

Denken wir uns in beiden Fällen die Ruhelagen der Cylinder- 
achsen ebensoweit von einander entfernt, wie die der erzeugenden 
Kugeln, so werden die Ruhelagen der Achsen, sowie die Bewegungs- 
linien der Kugeln beide Male genau dieselben Systeme von orthogo- 
nalen Graden bilden, deren Durchschnittspunkte die Ruhelagen für 
die Centra der erzeugenden Kugeln sind. Es werden sich daher beide 
Körper aus denselben Kugeln zusammensetzen, mithin identisch sein; 
ihre Dichte wird an gleichen Punkten dieselbe und durch obige For- 
meln ausgedrückt sein. 

Danach ist es nicht schwer, die Dichte in allen Punkten eines 
endlichen flächenartigen Körpers zu bestimmen, der bei endlicher 
Parallel-Bewegung eines endlichen sphärogenen Cylinders entsteht. 

Während für das Innere die Formel E gilt, so ist nach den 
vorhergehenden Ueberlegungen die Dichte in den Endcylindem nach 
allen vier Seiten hin durch Formel F bestimmt, jedoch mit Ausnahme 
der vier Eckkugeln. 

Um die Dichte im Punkte P derselben zu bestimmen (Fig. 6.), 
machen wir zwei Seiten des von den Mittelpunkten der erzeugenden Ku- 
geln ausgefüllten Rechtecks zur X- und F- Achse, wählen die -Z^ Achse 
so, dass das Coordinatensystem positiv wird und legen vom Punkte P 
aus ein Parallelepiped von der Grundfläche dx.dz durch den Körper. 
Dieses wird durch die auf einander folgenden Oberflächen der erzeu- 
genden sphärogenen Cylinder in lauter kleine Parallelepipeda zer- 
schnitten. In jedem finden sich nach Ablagerung der Massen der 
sphärogenen Cylinder die sämmtlichen Massen der vorhergehenden 
Elemente angehäuft, so dass, wenn wir die Dichte desselben mit 8 
bezeichnen, ein Massenelement in der F-Entfemung HP = a von der 
Oberfläche die Masse enthält: 



dm ^=» dx.dz 



. i 8, dy. 



Legen wir durch P eine Parallelebene (-TT') zur XP-Ebene, 
welche die ^Achse in O' schneidet und bezeichnen wir mit c' die 
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Stflcke der neuen P'-Coordinaten, welche von der Eckkugel nnd der 
Graden HP begrenzt werden, so ist: 



wo 



daher: 



dm — C.dx.dss. I c'.dy 

a 
-= C.dx.dz, I 6\da» 

Dies Integral stellt das Stück der von der JT'F'-Ebene aus der 
Eckkugel ausgeschnittenen Kreisfläche {q) dar, welches von den bei- 
den Längen und a'p abgetrennt wird. 

Daraus folgt, dass in den Punkten {zj a, 0') und (ar, c\ c) die- 
selbe Dichte vorhanden ist. 

Schneidet die zu P gehörige -y'-Coordinate die Ereisperipherie 
in iV; die F'-Achse in A^ so ist das von der Kreisfläche abgeschnit- 
tene Stück gleich der Differenz: 

OÄNH-- OAPH =. 
|-(arccos( — j + aresin -j 



5-1 2 4"a''csin - -j-arcsin- J 



Q 
2 



+|V?^*+5t7^=^*+^ 



welche Formel sich im Punkte \ \ nicht ändert. 



\r-'.] »'■ 



Mithin ist die Dichte im Punkte {xyz) der Eckkugel: 

^jr « Const./S, 
wobei zu setzen ist: 

Für Punkte der inneren Oberfläche der Eckkugel muss diese 
Formel in die Gleichung F übergehen; für solche Punkte ist: 
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arcsin- « ö+arcsm-» 
daher die Dichte ^{k,K) in solchen Pnnkten: 

^^K.E) ° Const.e». {^+arc8in| + ^ J^"^' } ■ 

Es ist aber nach Gleichung F: 

in. y yÄ»^?=p\ 

^w=:Ri-( ^ 1^0» 

daher: 

ConBt=.^. 
and 

Die Flächen gleicher Dichte: ^f = const sind, soweit sie inner- 
halb der Eckkngeln und der Endcylinder liegen, transcendent; im 
übrigen Räume aber Parallelebenen : » » const. 

Gehen die beiden Endcylinder in einander über, so vervollständigt 
man den sphärogenen Körper durch Ansetzung eines anderen zu einem 
solchen, in dem die Endcylinder sich nicht schneiden, und hat dann 
die Dichte an jedem Punkte gleich der Differenz der dortigen Dichten 
des neuen Körpers und des angesetzten Hilfiskörpers. 

§9. 
Die Kreisfläche mit homogener llassenbelegnng« 

Um einen der homogenen Kreisfläche äquipotentialen Körper zu 
erhalten, zerschneiden wir den Radius OSl = a derselben in unendlich 
viele gleiche Teile, legen durch die Teilungspunkte concentrische 
Kreise, denken die Masse zwischen je zweien solcher Kreise auf den 
inneren Kreis concentrirt und construiren zu jedem linearen Kreis- 
ring den äquipotentialen körperlichen Kreisring vom constanten Ra- 
dius K 
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Diese sämmtlichen Ereisringe setzen sich zu einem scheiben- 
artigen KOrper zasammen von der Dicke 2/2, dessen Potential durch 
das der homogenen Kreisfläche ersetzt werden kann. 

Untersuchen wir die Dichte dieses sphärogenen Körpers. 

Bei der Concentration der Masse der Kreisplatte in lineare Kreis- 
ringe werden die auf jedem Ringe lagernden Massen mit der Ent- 
femang vom Mittelpunkte immer grösser, in demselben Verhältnisse 
wächst aber auch der Umfang des Kreisringes; mithin ist die Dichte 
auf allen diesen Eingen gleich. — Statt aus diesen- Ringen mittels 
äquivalenter Massentransposition den resultierenden Körper herzu- 
stellen, können wir auch die Kreisplatte durch zwei orthogonale un- 
endlich nahe Liniensysteme in gleiche quadratische Elemente zerlegen 
und jedes derselben von seinem Mittelpunkte aus durch eine homo- 
gene Kugel transponieren ; denn je näher wir uns in beiden Fällen die 
Liniensysteme an einander gerückt denken, um so mehr nähern sich 
die beiden Massenverteilungen der homogenen Belegung und können 
der letzteren über jede beliebige Grenze der Genauigkeit hinaus nahe 
geführt werden. 

Für die letztere Verteilung kennen wir bereits die Dichte; sie ist: 

Diese Formel gilt aber nur für solche Punkte, in denen von 
allen Seiten gleichmässig Masse abgelagert wird; sie gilt daher hier 
nicht für Punkte des äussersten Kreisringes. 

Um für diese die Dichte zu finden (Fig. 7.), construieren wir 
von O aus ein orthogonales Coordinatcnsystem, dessen Z- Achse senk- 
recht zur Kreisfläche, und schneiden durch 

1) die Ebenen z = const und Z'\-dz =^ const', 

2) die Cylinder im Abstände (a-|-|®) und (a+S®+€7a) von der 

^^Achse, 

3) die durch die Z- Achse gelegten Ebenen 9 *=» Const und 

g)'\-dq> == Const' 

ein Element 

(a+^^),d<p,dz.da 

aus dem äussersten Kreisringe heraus und berechnen die Summe dm 
der hineinfallenden Massen. 

Ist doiio.t) die Dichte des Endringes im Punkte (£^ z) und 
d(a — <f)(^,g) die entsprechende Dichte des Ringes mit der Achse 
a — ö, so ist: 

TtQLXV. 
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WO S die X-Coordinaten der Ringpunkte in Bezng anf ß, den Mit- 
telpnnkt der äussersten Kreisfläche, darstellt. Es lässt sich aber auf 
folgende Weise die Dichte 6(a — p+J)(^o;f) durch die Dichte im End- 
ringo da(^2) ausdrücken. 

Es ist nach Formel D bei gleichem s: 



o . arc cos — ^^^- -1 «'. arccos — ^^ J 



femer nach C: 



arccos 



^a' 



[ 



2a'.(o'+|V) 



[2a"'— R'^ 
arc cos 1^— 2^^- J 



-1 



, arccos 



a 
a 



Es ist aber: 

setzen wir daher 

so ist: 

und: 

daher: 

und: 



[ 2a'(a'+SV) J 



arccos 



2a^— Ä^ 
2a2 



. d/r*» 



a'+JV=a + SO^ = (a+a; 



«— P + S 



arccos 



a 



^=v 



2(a- e+l)(°+a _ 



arccos 



2«« 



■] 



d«o 



dm = Const(«+|0) .y *(„_p+|).arcco8[^2^±^^|gJ|=t-L'j ^^ 

Durch Division mit dem Volumelemont: {a-\-i^).d(p.dz.dl erhalten 
wir die Dichte /Se im Punkte (|®ä) gleich 



^ 
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WO qp den der Seite q des Dreiecks (p, «4"5^ ^-\'9 — 5) gegenüber- 
liegenden Winkel bedeutet, oder: 

^jy= Const / 2«.c/f, 



wo s der zo g) gehörige Bogen im Kreise («-— p+5) ist. 
Es stellt aber das Integral: 

2«,rf£ 



/ 



die Fläche 2F dar, welche in der Ebene z « const der um den Punkt 

(5Sz) mit Q ^yR^—z^ beschriebene Kreis von einer in derselben 
Ebene liegenden Kreisfläche abschneidet, die mit a um die Z- Achse 
beschrieben ist (Fig. 8.). 

Bewegt sich in der Ebene z =» const ein Punkt aus dem End- 
ringo heraus in das Innere des sphärogenen Körpers, so schneidet 
dieser Kreis stets seine volle Fläche ab-, folglich ist für solche Punkte 
die Dichte J constant und zwar proportional der Kreisfläche: 

Für den Punkt (^^z) ist 2F gleich der ganzen Kreisfläche ^*. jr, 
vermindert um die Ergänzungsfläche 2F\ also: 

2F=(JF2«-««)« — 2F'. 
Es ist aber: 

wo 

D die Fläche des von a, a-|-5® und q gebildeten Dreiecks, 

Sa' die Fläche des vom Radius q und der JT-Achse, 

S^ die Fläche des von den Kadien q eingeschlossenen Kreis- 
sectors bedeuten. Dabei ist: 

4» 
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Es ist daher: 

Dabei ist für Punkte: £^ = — ^, d. h. für Punkte, die auf der Grenze 
des Endringes liegen: 

Z) = 0, Scp = 0, Sa» = 0. 

Baraus crgiebt sich die Bestimmung der Constanten C. Für derartige 
Punkte ist nach Formel D: 

nach obiger Formel aber: 

Je = C. {R^ - z^)n ; 
daher: 

^0 



C = 



R'^.Tl 

und: 

Die gefundenen Formeln gestatten leicht, die Dichte in allen 
Punkten sphärogener Körp6r anzugeben, die irgend einer homogenen 
ebenen Fläche äquipotential sind, wenn diese von Kreisen oder Ge- 
raden begrenzt wird; eine besondere Berechnung erfordert jedesmal 
die Dichtenbestimmung innerhalb der Eckkugeln: 



§. 10. 
Potential sphärogener Körper auf innere Punkte« 

Um das Potential sphärogener Körper auf innere Punkt« zu 
finden, denken wir nur jede der erzeugenden Kugeln in unendlich 
viele concentrische Kugelschalen zerlegt. 

Während auf äussere Punkte die ganzen Massen der erzeugenden 
Kugeln einwirken, kommen bei einem inneren Punkte diejenigen 
Schalen dieser Kugeln in Wegfall, welche den Punkt umschliessen, 
da das Potential einer homogenen Kugelschalo auf einen inneren 
Punkt eine Con staute ist. Bei Berechnung des Potential wertes werden 
wir daher nur diejenigen Schalen der erzeugenden Kugeln zu berück- 
sichtigen haben, für welche der afficierte Punkt ein äusserer ist. 
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Betrachten wir zunächst einen Punkt P(Fig. 9) innerhalb eines sphä- 
rogeneu Cylinders mit den Coordinaten ä, 2^ = 0, a; = 0. Auf diesen 
Punkt wirken noch mit ganzer Masse ein die Kugeln, deren Ober- 
flächen durch ihn hindurchgehn, von den darauf folgenden, den Punkt 
P umschliessenden Kugeln aber nur derjenige kugelförmige Teil ihrer 
Masse, welcher die Entfernung Rn des Punktes P vom Mittelpunkte 
zum Radius hat. Denken wir uns daher die Massen dieser Kugeln 
auf die y- Achse in den Elementen elm etc. concentrirt, so vorhalten 
sich 

SO dass also: 

arn^i = -pg- • am = jr^ . am. 

Es ist aber nach §. 5. die Dichte e der dem Cylinder äquipotentialen 
linearen Masse ausgedrückt durch die Dichte ^0 ^^ unmittelbarer Nähe 
der Achse des sphärogenen Cylinders: 

dm 27t R^ . 

Diese Formel gilt nur, wenn der afficierte Punkt ein äusserer ist; 
liegt derselbe im Innern des Cylinders, so wird die zugehörige lineare 
Dichte Bi ausgedrückt sein durch: 

^' - da -^ R^ • 3 ^^ 

= 3" ^"*^^- 

Danach lässt sich das Potential P für einen inneren Punkt leicht be- 
rechnen. 

Wir zerlegen dasselbe in zwei Teile Pj und Pg? deren erster her- 
rührt von den Kugeln, welche ganz ausserhalb des afficierten Punktes 
liegen; der zweite von den in Betracht kommenden Teilen der übrig 

bleibenden Kugeln: 

P^P.^P,, 

Alsdann ist: 

y+0 ,y=0 

- *i ■ i^^r^ 

^— J-<Jo- 



^-l 



1 
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Das Potential P^ lässt sich nach §. 5. ohne Schwierigkeit aufstellen. 

Um das Potential für einen Punkt P im Innern eines sphäroge- 
nen Ereisringes zu berechnen, denken wir uns durch den Punkt P 
eine Ebene senkrecht zur Ringebene gelegt, welche die letztere in 
der y-Achse schneiden mag. Betrachten wir ferner die erzeugenden 
Kugeln als zusammengesetzt aus lauter homogenen Kugelschalen, so 
sind für den Punkt P die Potentiale derjenigen Schalen constant, 
welche denselben umschliessen. Ziehen wir daher die Verbindungs- 
linie Rn vom Punkte P nach dem Mittelpunkte einer ihn umschlies- 
senden Kugel, so wird nur die Masse der Kugel (Rn) nach dem Mit- 
telpunktselemente dmn zu concentriren sein. £s würden sich daher 
die Massen in den Elementen drnn^ soweit sie innerhalb einer um P 
mit dem Radius E beschriebenen Kugel liegen, verhalten wie die 
Kuben der Radien i^M, also ilmidm^: ... :dmn = R^iRj^: ... iRn^, 

Es ist aber: 

R^^ = z^'\-Qn^ = a^-f (o+y)*+a^ — 2a(a-f y)C0S9„, 
und: 

dmn «=» "ÖS" • ^^^ = ^ 'dm ; 

femer nach §. 6.: 

dm 2 n R^ 

arccos — «"ä — 
daher: 

_dmn _2 n iiz^-^^f?? . 

^'^ dB "3' \2a^—R^X ~a '^«^ 

arccos 



Nun ist: 



l 2a» J 



6 



9 

^2 n 




wo 



^ ^ *^o j=2^Iir]^ .[{«*+«*+(«+y)*}9 — 2a(a-{-y)sin<p], 

arccos |^-2^r-J 

^ - ^^^^^ L — M^^) — J- 
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Für Punkte (y = 0, ^ = 0) in der ringförmigen Achse ist dem- 
nach: 

arccos 



L ^a^ J 



WO 

9) == arccos 






Bei einer sphärogenen Platte, die einer homogenen ebenen Be- 
legung entspricht, werden von allen Kugeln , die in gleicher Entfer- 
nung vom Punkte P liegen, gleiche Kugelschalen fortfallen. 

Denken wir uns durch den Punkt P senkrecht zur Leitebene die 
^- Achse gelegt und um den Fusspunkt derselben in unendlich kleinen 
Abständen von einander concentrische Peripherien beschrieben, so 
wird die Masse eines dieser unendlich dünnen Kreisringe in der Ent- 
fernung Bn vom Punkte P ausgedrückt sein durch die Formel: 

in der Entfernung R aber: 

dmB = 2nyR . dy . fiß. 

Da aber die ebene Massenverteilung völlig homogen ist, also auf 
gleiche Flächenelemente eine gleiche Anzahl von Kugeln fällt, so ver- 
halten sich die Massenelemente, d. h. die Dichten wie die Massen 
der zugehörigen Kugeln, oder wie die Kuben der Kügelradien: 

(iRifiiZ ... :firt = E^iEj^: ... :JK„3. 

Es ist aber nach den beiden obigen Formeln: 



l^H dmn yB 

yn 



und nach der letzten: 



daher: 



(^r' 


dm 


f*5 




ht «= 


yn Rn^ 

' yn' R^ 



dm. 



Zerlegen wir nun wie oben das Potential der ganzen sphärogenen 
Platte in zwei Teile: Pi+^^21 deren erster herrührt von den Ku- 
geln, für welche der Punkt P ein äusserer ist, der zweite aber von 
den sämmtlichen übrigen Kugeln, so ist: 
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^ ä3- • [4 + 2 Jy=0 






Würde die ganze Ebene die homogene Dichte fi haben, so würde das 
Potential Pf sich umwandebi in 

2ny ,€kf.fi 



'■■-/ 



Vy*+«* 



= 2»fi.[Ä— 4 

Daher kann man das Potential einer sphärogenen Tafel fülr einen 
inneren Punkt aus dem Potential für einen äusseren Punkt einfach 
erhalten, indem mau von demselben die Differenz 



subtrahirt. 



Dp, == Pf^^Pf = nfi. ^2(R^z)^^^^j 



Durch diese wie überhaupt sämmtliche im Verlaufe der Unter- 
suchung gefundenen Formeln sind die Potentiale nur bis auf additive 
Constanten genau bestimmt 
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m. 



Potential des sphärischen Dreiecks. 



Von 

R. Hoppe. 



Ein Bph&risches Dreieck, wie jedes Dreieck, lässt sich in 3 Drei- 
ecke zerlegen, deren eine Ecke ein beliebig gewählter Punkt ist 
Wir wählen als gemeinsame Ecke den Punkt Z>, welcher auf gerader 
linie mit dem Mittelpunkt M und dem vom sphärischen Dreieck 
ABC angezogenen Punkte P liegt. Fällt dieser innerhalb ABC^ so 

ist 

^^C= BCD + CAD+ABD 

In andern Fällen sind irgend welche dieser 3 Teile negaÜT zu rech- 
nen, unter Umständen auch die ganze Kugelfläche zu addiren. Es 
handelt sich also zunächst nur um Berechnung des Potentials V eines 
solchen Dreiecks ABD. 

Sei D Anfang sphärischer Polarcoordinaten 9, ^, und zwar fp 

sphärischer Radius vector von D aus, <p Azimut von DA aus; dann 

ist das sphärische Flächenelement, wenn man den Eugebradius » 1 

setzt, 

» d^dtfisin^ 

Bezeichnet r die Entfernung desselben von P, und ist MP = e , so 

bat man: 

r« = ««+l— 2«cosiJ; (1) 

Die Anziehung der Flächeneinheit in der Entfernung » 1 auf den 
Punkt P sei =» 1 ; dann ist das Potential eines sphärischen Flächen* 
Stocks 



ff 
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Wir lassen erst ip über die Transversale DN = ^q, dann tp über den 
Winkel 

variiren; dann ist das Potential des Dreiecks ABD 

V =f,^pJ^ (2) 



oder, da nach (1) 

rdr =^ €di\t%m\\f 
ist, 

Je nachdem P ausserhalb oder innerhalb der Kugel liegt, hat man 
für i}' =0: 

r = ±(« — 1) 

Ist entsprechend der obem Grenze 

ro* = e*-4- 1 — 2eco8 ipQ (4) 

so wird 

V 



Sei 

DE = 2h 

das sphärische Lot von D auf AB, also Kathete des rechtwinkligen 
Dreiecks DEN] dann hat man: 

cos EDN = cos(i:;Z>^ — 9) = tg 2ä cot % 

und nach Differentiation: 

dw sm EDN = r^— 

also nach (4) 

^ __ ro3rotg2Ä 



e sm^% V 1 — tg22Ä cot^'i/zc 
ro3roSin2Ä 



esin^ipQ V C08*2/i — cos^if/o 
Dies eingeführt in (5) giebt: 

V= — I / -r 

u e^ sin^tpo V cos^2/t — cos^if^o * 

wo 



ro^8roSin2Ä __ e~l 



Boppt: Potential rlfs aphUristhea Drütckt. 
Nachdem man ^^ gemäss (4) in r^ aasgedrackt liat, kai 



tili 2A 



I— 2eco82A 
i+2ccOB2A 

lässt sich folgendermasscD zerlegen: 

e— 1)" "*" 2e eos*A 
in 4 Teile: 



-l)V(^»-r»)(r»-m*fc'*)f 



I. Gattung far den conjngirtcn Modal 
Form, in welcher sie sich dircct in 
!n lassen. Sei 



60 Hoppe: PotenticU des sphärischen Dreiedcs, 

»=—00 

//^(u,t)«= ~E C-<»»+i)*H(2H+l)t« 
•«=—00 

e(u, t) = e,(u-R, t); H{u, x) « /fi(u-R,T) 
dann wird r bestimmt durch 

^ (0, ^) / , , iV«*+ 1 — 2c C082Ä 






femer u durch 

öi(u, t) r r 



(7) 



(8) 



e (m, t) "" m J^ Ä:A;' 

6 (ti, rj wi |/ A; 
Nach dieser Substitution wird sogleich 



Ferner werden 2 Parameter A, /n bestimmt durch 

t ITjO ea "" 2 V « sin Ä ' //jO Oa ~ 2y e sinA ' ejOet A "" ^^^ 

GOHifi _ sin/i , SfiH^iin 'cos/t . >(10) 

i^ibe^ ^ yco8 2/* ' HfiSiifL ^ ycös2Ä ' 
e oe »> c—i 

Führt man dies ein, und geht m für r = r^\ r^ über in Mj, mj, so 
kommt: 

»*« 

e^^ltHiiißifißitfi /* Hhidtt, 
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m 



's=-tgA.e,»O0*,-n,) 
und nach Integration: 



(13) 



»^1 






(14) 



« -C 



wo das obere Zeichen einem äussern, das untere einem innem Punkte 
P entspricht. 

Hier ist e die einzige von der sphärischen Figur unabhängige 
Grösse, die demnach für alle Teile derselben gleichen Wert hat Die 
Zeichen r, A, fi, u^, w^, w, h hingegen haben in allen 3 Teildreiecken 
verschiedene Werte. Wir wollen letztere nach folgender Tabelle be- 
zeichnen: 



Im 
Dreieck 

BDC 
CDA 
ADB 



sei gesetzt für 

m h h z k 



f* Wj Wg 



m^ hl kl 

m^ h^ k^ 
WI3 A3 ^3 



Ti Aj ^1 Wj Ui' Vi 
Tg A2 fl2 **2 **«' Vf 
^3 ^8 f*3 «3 «*8' ^3 



Ausserdem sei der Kugelradius jetzt = c, und bezeichne V das Poten- 
tial des Dreiecks ABC. Liegt D innerhalb ABC^ so ist 



and man hat: 



»'i+v«+V3 = 4R 



'^- e 2 ^^« \öK+t^)e(t^+a2)0(w3+a3) ^ 

e(n/+»A,)e(u2^4-iA,)e(u8^+tA3) ) 
0(u,'-ai)e(u3'-eii2)ö(u3'~a3)i 

, «— _c ^, ( g^(tii— i>t)/fj K— e>2)/r^(n3— 1>3) 

^1 («i'+«^>i) ^^1 iW+^t^iWM+^H)] 



(15) 



Hi(ui^^lii)H: 



i(w2' — »>*8)^l(«3'— »>*3) J 



C — C 



wo, gültig für die Indices 1, 2, 3, 



G = 



cmtgh 



^•'"-H^'+'^mi^'-'^W] 
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(mk*)^ «= e^+c»— 2c«C08 2ä 
^(0,t) e,K T) _r_. e^(^^ t) r;__ 

öi(o, t) ~ >^ *"' © (m, t) "" wy Ar" e (u', r) "~" myr 

r3 = r/-^P; r^ ^ r^' ^ BP; r^ = r,' = CP 

,(0, T)e ( M, r) _ ^ (0, rlfl^i«, t) _ 
(0, T)0,(eA, T) - »Ö,(0, T)//i(e>, T) ^^ 

ist, und der nicht geschriebene Modul r immer den gleichen Index 
mit dem Argument hat 

Seien nun c«, c/3, cy, unterschieden durch die Indices 1, 2, 3, 
die rechtwinkligen Coordinatcn der 3 Ecken, f, i/, t die des ange- 
zogenen Punktes P für den Anfangspunkt M und beliebige Axen- 
richtung; dann handelt es sich darum V als Function von |, 17, 5 
darzustellen. 

Zunächst hat man: 

rs' =- r/^ = (f-c«i)* + (t?~ci?i)«+(J:-cy,)«-, etc. oder 
==e^+c^-2caa, + fiß,-\-tYi)\ etc. 

Den Wert von /* findet man leicht auf trigonometrischem Wege, so- 
fern 2h das sphärische Höhenlot im Dreieck BCD ist. Hiemach 
hat man: 



sin 2hl = sin BD sin CBD 

1_ 
sinBC 



== . -p,y {sin^^C— cos^i^D— co82CD+2cosJ5(7cosäZ)cosCO} 



. , cos*äZ)4- cos^CZ)— 2 cos i?Ccos 5J9cos CD 
cos 2/11 ■ ^ 



..=)/^ 



1 — cos^ÄC 

und zwar ist 

cos Ä7 = «^«s + 1^2/53 + yg/a 



eos CT) = ?^«i±M±y3f 



woraus durch Vertauschung der Indices die Werte von CO82A2, COS2A3 
hervorgehen. 

Geht MP nicht durch ABC, so geht es durch eins der Dreiecke 




^ 
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A'BC, AB'C, ABC, 
AB'C\ A'BC\ MB'C, 
A'B'C\ 

wo A\ B\ C die diametralen Gegenpunkte von -4, J5, C sind. Je- 

nachdem 1, 2 oder 3 Ecken Gegenpunkte sind, ist 1, 2 ode]; 3 der 

Teildreiecke negativ zu nehmen. In den 2 ersten Fällen wird 

einer der 3 Winkel bei D gleich der Summe der beiden andern und 

c — c 
hebt sich dagegen, so dass der Term ^Rc wegfällt. Die beiden 

letzten Fälle kann man aber auch auf den ersten und den ursprüng- 
lichen zurückführen, indem man statt des convexen Dreiecks ABC 
das concavc, welches jenes zur Kugelfläche ergänzt, in die entspre- 
chenden Stücke zerlegt. Dann hat man ursprünglich: 

V=V\+V,+ V, 
und in den 3 Fällen: 

r= Fo-(F/+F,'+F3') 
WO Vq das Potential der Kugelfläche, nämlich 

für äussern, SRc für Innern Punkt, 

e 

bezeichnet 

Der Uebergang aus einer Lage von P in die angrenzende ge- 
schieht, indem D eine Dreiecksseite, dann die Verlängerung einer 
andern überschreitet. Auf der Grenze verschwindet das entsprechende 
h; man kann es von da als negativ betrachten. Dasselbe gilt von fi; 
dagegen wird k = Jt. Der entsprechende Term von F verschwindet 
und wird bei fernerem Wachsen von A negativ. 

Bei verschwindendem (i wird für ein im Dreieck gelegenes Z), 
wo zwischen u^ und u^ der Wort w = R liegt , die zu integrirende 
Function in (12) unstetig, sofern H^(u±ifi) zwischen den Integrations- 
grenzen verschwindet. Aus Gl. (5) ist zu ersehen, dass dann der be- 
treffende Term nicht verschwindet, sondern, da r constant = e — c 
wird, sich gegen den 4. Term hebt, so dass der ursprüngliche Fall 
bei erster Ueberschreitung einer Dreiecksseite stetig in den folgen- 
den übergeht, in welchem der 4. Term null ist. Bei Ueberschreitung 
einer Seitenverlängerung hingegen kann zwischen den Integralgrenzen 
u nicht =R werden; die 3 ersten .Tenne sind also stetig und der 
4. Term bleibt null. 
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Die Formel für das Potential einet Dreiecks gilt offenbar Ar 
jedes Vieleck, wo nur die Anzahl der homologen Stücke gleich der 
' Seitenzahl zu setzen ist, die Form aller Bestandteile Ton V aber die- 
selbe bleibt. 

Der Fall, dass einer dieser Bestandteile nicht elliptisch ist, tritt 
ein, wenn die in D zusammen stossenden Seiten eines Teildreiccks 
Quadranten sind. Hier nämlich wird 2ä = R, it' = 1, und umgekehrt 
Man hat demnach, da 

ist, nach GL (5) für das Teildrcieck: 

e 
für die Halbkugel, deren Pol D, 

e 

Subtrahirt man dies vom Potential der ganzen Eugelfläche, so erhfilt 
man für die abgekehrte Kugelhälfte: 

e 
mag P ausserhalb oder innerhalb der Kugel liegen. 
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IV. 

Elemente der Determinantentheorie. 

Von 

R. Hoppe. 



Die folgende Bearbeitung gebt aus dem Gesicbtspunkt bcrvor, 
dass die der Determinautcntbeorie eigentttmlicben einfachen, allge- 
meinen nnd weitgreifendon Scblttsse ibren eigentlicb instractivcn Kern 
bilden, der nicht durch umständliche Methoden verdeckt werden darf. 
Alle Vorbereitung durch specielle Rechnung, alle unnötige Zerlegung 
verwerfe ich und zeige, dass zur Herleitung keines elementaren Satzes 
eine Anwendung der ünterdeterminanten erforderlich ist. Die Kennt- 
niss der letztern ist deshalb nicht überflüssig. 



§. 1. Gesetz der Beterminaiiteiibildan;. 

Die Determinante eines Systems von n Reihen zu je n Elementen, 
die sich demgemäss folgendermassen in ein Quadrat ordnen lassen 

11 11 



aj a^ 



2 



(D) 



u n n 

ttj €l2 ' ' ' (hl 



wird erhalten, indem man das Product der in der Diagonale von links 
oben nach rechts unten stehenden Elemente 



12 M 

«1 02 . . . On 



bildet, dann die untern Indices alle Permutationen durchlaufen lässt, 
und bei jeder Vertauschung von 2 Indices das Vorzeichen des Pro- 
ducts wechselt, endlich alle so erhaltenen Producta addirt. 

TfU LXV. » 
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Sie wird bezeichnet durch das geordnete System von nn Elementen 
zwischen 2 Verticalstrichen, wie oben zu sehen ist. Je nach der 
Reihenzahl n heisst sie wter Ordnung. 

Statt der untern Indices kann man auch die obem permutiren; 
oder was dasselbe ist die Horizontalreihen lassen sich zu Vertical- 
reihen machen und umgekehrt; die Determinante bleibt unverändert. 



§. 2. Beobaehtongen. 

1) Jeder Term einer Determinante enthält aus jeder 
Reihe (horizontalen wie verticalen) ein und nur ein Element 
als Factor. 

2) Bei Vertauschung zweier parallelen Reihen wech- 
seln alle Terme, folglich auch die Determinante ihr Vor- 
zeichen, ohne Veränderung ihres absoluten Wertes. 



§. 3. LehrsStze. 

1) Sind 2 horizontale oder 2 verticale Reihen in allen entspre- 
chenden Elementen einander gleich, und man vertauscht sie, so bleibt 
natürlich die Determinante unverändert Nach Beob. 2) vertauscht 
sie aber ihr Vorzeichen. Folglich ist sie null, und man hat den Satz : 

Eine Determinante mit 2 gleichen parallelen Rei- 
hen ist null. 

2) Nach Beob. 1) müssen alle Terme verschwinden, sobald alle 
Elemente einer Reihe verschwinden, und man hat den Satz: 

Eine Determinante ist null, wenn einoReihe null ist 



§. 4. Maltiplication einer Determinante mit einem Factor. 

Multiplicirt man alle Elemente einer Reihe mit demselben Factor 
wi, so multipllciren sich nach Beob. 1) alle Terme mit m und das 
Multiplicationsgosetz lautet: 

Eine Determinante wird mit einer Zahl multipli- 
cirt, indem man eine beliebige Reihe damit multipli- 
cirt 

§. 5. Addition gewisser Beterminanteit. 

Die bekannte Regel über die Multiplicatiou einer Summe /» mit 
einem Factor m lässt sich so ausdrücken: ttw ist gleich der Summe 
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der Werte, welche durcb Snbstitation aller Terrae vod * für « aus 
m« erhalten werden. Ist nun jedes Element einer Reibe einer Deter- 
minante die Snramc von k Teilen, so hat nach Beob. 1) jeder Terra 
eine solche Somme znm Factor; folglich wird jeder Term, also anch 
die ganze Determinante widererhaltou , wenn man für jede der n 
Soromen gleichzeitig ihren ersten, dann ihren zweiten, u. s. w. end- 
lich ihren <l-ten Teil substiluirt aud die Ic Resultate addirt. Das Er- 
gebnjss können wir in zweierlei Form aussprechen: 

Eine Determinante lässt sich in eine Suranio von k 
Determinanten zerlegen, die man erhalt, indem man 
jedes Element einer Reibe in k Teile zerlegt und die- 
selben nach einander fUr die Summe substituirt. 

Mehrere Determinanten, welche nur in einer Reihe 
nngleich sind, werden addirt, indem man die entspre- 
chenden Elemente der ungleichen Reihe addirt. 

In Verbindung mit g. 4. folgt hieraus: 

Sind /?], ßj, ...Dk Determinanten, die nur eine Reibe 
ungleich haben, und m^, »i,, ... nn beliebige Grüsseu, so 
kann man die Summe 

miZ'i-|-mj/-'j-|- ,.. miDt 

in eine Determinante verwandeln, indem man die un- 
gleiche Reihe jedes D mit dem zugehürigen m multipli- 
cirt nnd die Froducto addirt. 
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c = 



2 



2 



1 
Cn 

2 
Cn 



n M M 

C] ^2 . . . C|i 

h h h 

nach §. 5. bei snccessiver Anwendang aaf die Summen c,, o, . . . c^ 
in n** Determinanten zerlegen, die man erhält, indem man für jene 
Summen nach einander ihre Teile substituirt. Eine beliebige der n" 
Determinanten ist dann 



N 



m a ß ß 9 V 

a a ß ß V p 



a a 



V V 



P ß 
Onbi Onbf , . . Onbn 



« ß 



V 

bu 



a ß 
« ß 



a ß 
Cht Oft 



V 

«1 

V 






WO o, /?,... V beliebige der Zahlen 1, 2, ... n bezeichnen. Befinden 
sich unter ihnen irgend 2 gleiche Zahlen, so hat die Determinante 
zur Rechten 2 gleiche Yerticalreihen, und N ist null. Folglich sind 
unter allen Systemen (or, /?, ... v) nur diejenigen in Rechnung zu 
bringen, welche durch Permutation aus dem System (1, 2, ... n) her- 
vorgehen. 

Bei jeder solchen Permutation wechselt nun nach Bcob. 2) die 
Determinante zur Rechten ihr Vorzeichen |>mal, wenn p Vertäu- 
schungen von 2 Zahlen dazu erforderlich sind, während der absolute 
Wert ungeändert bleibt Setzt man also 



Bapp*: EUtatnlt dtr DtUmiaanltnlheoTÜ. 

o, a, ... 

3 a 

°i "t ■ - - 



Hieroach ist A Factor aller Teile von C. Die Coefficienten Ton 
A aber gehen ans 



darcb Perrnntation der oberu Indices hervor, während ihr Vorzeichen, 
ansgedrttckt dnrch ( — l)', bei jeder Vertanachnng von 2 Indices 
wechselt Daher ist ihre Summe nach g. 1. 



i, J, . . . 
nnd man bat: 

AB = C. 

Es hat sich ergeben, dass man das Prodnct zweier beliebigen 
Determinanten von gleicher Ordnnng durch eine Determinante der- 
selben Ordnung darstellen kann. 
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Die Determinante des Coefficientensystems 



D 



1 1 

Ol Oj 



a^ 



2 



1 

2 
an 



H 

a 



n 
1 «« 



H 



geht nach Substitution von u für au über in 



Z>» 



1 

2 



1 11 

2 2 2 
ait—i u a»+i 



1 

2 
an 



n 
öl 



n 
o*-l 



n 



n 

o*+i 



an 



Da die u Summen von je n Teilen sind, so kann man nach §. 5. die- 
jenigen Teile streichen, deren Coefficienten den Verticalreihen in Z>» 

h h 

gleich sind. Dann bleibt für u nur übrig akin. Der gemeinsame 
Factor sct der Ä;ten Reihe, als Factor der Determinante herausgestellte 
hat dann zum Coefficienten die Determinante 2>, und es wird 

Ist nun D nicht null, so ist die beliebige Gesuchte 

xk ^ DkiD 

Ist hingegen D null, so sind alle Gesuchten unbestimmbar; denn 
wenn alle Dk null sind, so ist mindestens eine Gleichung durch jedes 
stk erfüllt, wenn aber irgend ein Ih nicht null ist, so zeigt die re- 
sultirende Gleichung einen Widerspruch an. Hieraus folgt, dass für 
D « nicht alle » Gleichungen von einander unabhängig sind. Vor- 
ausgesetzt, dass D nicht null ist, lautet das Ergebniss im Anschlnss 
an die obige Anordnung: 

Die ^*te Gesuchte ist gleich einem Bruch, dessen 
Nenner die Determinante des Coefficientensystems ist, 
und dessen Zähler daraus durch Substitution der Reihe 
der rechten Seiten für die Ä:te Verticalreihe hervorgeht 

Sind alle u null, so sind auch alle Dk null. Die resultirende 
Gleichung zeigt, dass dann entweder alle x null sind, oder D null ist. 
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§. 8. EUmination. 

Es seien m lineare Gleichungen zwischen n Gesuchten gegeben, 
in der Form, dass die rechten Seiten sind; man soll w — 1 Unbe- 
kannte eliminiren. Man bilde eine Determinante, deren erste m — 1 
Verticalreilien die Coefücienten der Eliminanden, und deren letzte 
Verticalrelhe die linken Seiten der Gleichungen bilden. Nach Lehrs. 2) 
ist sie == 0, und nach §. 5. kann man alle Terme der Gleichungen, 
welche die Eliminanden enthalten, streichen. Hieraus ergibt sich die 
praktische Regel, wobei die anfangs §. 7. aufgestellte Gleichungsform 
Toransgesetzt ist: 

Man ordne die Terme der Gleichungen so, dass die Eliminanden 
Tor den übrigen Unbekannten kommen, streiche die Eliminanden 
nebst den nachfolgenden Additionszeichen, set^e statt = das Zeichen 
— , ziehe links und rechts einen Verticalstrich, und setze die so er- 
haltene Determinante = 0. 



§. 9. Unterdeterminanten. 

Da nach Beob. 1) jeder Term der in §. 1. aufgestellten Determi- 
nante D einen und nur einen Factor aus der ^•ten Verticalrelhe ent- 
hält, so hat die Determinante die Form: 

112 2 h h n n 

Z> = oik c/jr-j-oi ^^t -j- . . . at f/jfc-f- . . . ajk dk 

und zwar ist dk eine Summe von Producten von je w — 1 Elementen 
des Systems (£)). Die obern Indices jener Elemente sind der Reihe 
nach 

1, 2, ... A — 1, Ä-j-1, ... » 

die untern in jeder möglichen Reihenfolge 

1, 2, ... I* — 1, A;-f-l, ... n 
and mögen der Reihe nach sein 

ff, /? ... ^ 

Das Vorzeichen aber ist ( — 1)^+«, wo p und q die Anzahlen der 

Vertauschungen je zweier Zahlen bedeuten, welche nötig sind, um die 

Reihe 1, 2, ... n bzhw. in die Reihe A, 1, 2, ... h — 1, Ä-j-l, ... n 

und in die Reihe 1-, a, /?,... ^ fiberzuführen. Nach §. 1. wird 

h 
demnach f/t nach dem Gesetz einer Determinante aus einem System 

von n — 1 Reihen zu « — 1 Elementen gebildet, welches sich von 

dem System (D) nur dadurch unterscheidet, dass die Ate Hori. 

zontalreibe und die kXe Verticalrelhe fehlt, während der Anfangsterm 
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der neuen Determinante im voraus das Vorzeichen ( — 1)^-^^ etatt 
+ hat 

Die Grösse du heisst die dem Element oik entsprechende Unter* 

determinante, und zwar ist (--l)*+*dt die Determinante des Sy- 
stems (D) nach Unterdrückung der A ten Horizontal- und l*tenYerti- 
calreihe. 

Wie hier die Determinante nach Elementen einer Yerticahreiho 
entwickelt ist, kann man sie natürlich auch nach Elementen einer 
Horizontalreihe entwickeln. 



Bemerkung. 



Jeden der vorstehenden Sätze, jede Anordnung, Beobachtung und 
Regel wende der Studirende nach Auffassung der allgemeinen Argu- 
mentation auf Determinanten 2. und 3. Ordnung an. Eines weitem 
bedarf es nicht, um eine genügende Vertrautheit mit der Determi- 
nanteurechnung, soweit sie in der analytischen Geometrie vorkommt, 
zu erlangen. 

Für die Determinanten 3. Ordnung ist noch folgende Bemerkung 
wichtig. Jede cyklische Permutation der Indices oder Reihen, d. h. 
jedes Fortschreiten in der Folge 1, 2, 3, 1, 2, 3 lässt das Vorzeichen 
der Determinanten, sowie ihrer Terme unverändert; die aufsteigende 
Folge (123, 231, 312) entspricht dem + Zeichen, die absteigende 
(321, 213, 132) dem — Zeichen jedes Terms, und zwei — Zeichen 
geben ein +. 
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V. 



Die Kegelliäche vierten Grades mit zwei 

Doppelgeraden. 



Von 

Adolf Ameseder. 



Art. 1. Das Erzeugniss zweier zweideutiger Punktreihen -^i(a«') 
and ^%{ßß') auf zwei windschiefen Geraden ^/^ bzhw. d^ ist eine 
Regelflftche vierten Grades <p*. Denn legen wir durch eine willkür- 
lich angenommene Gerade g eine Ebene A und weisen ihr jene Ebenen 
B, B' desselben Büschels als entsprechend zn, welche durch die dem 
Schnittpunkte er, von A und ^f, zugeordnetem Punkte j3, ß* der Reihe 
gehen; so erhalten wir dadurch zwei zweideutige coaxiale Ebenen- 
bfischel g(A) und g{B)^ welche vier Doppelebenen besitzen. Jede 
Doppelebene enthält zwei einander entsprechende Punkte a und ß 
der erzeugenden Reihen, also eine Erzeugende e selbst-, g wird dem- 
nach von vier Erzeugenden geschnitten und (p^ ist, was zu beweisen 
war, von der vierten Ordnung und Classe. 

Einem Punkte a von ^^^ entsprechen zwei Punkte j3, ß* auf z/, 
(und umgekehrt), welche mit dem ersten verbunden die in diesem 

Punkt sich schneidenden Erzeugenden t^aß und t'^aß* liefern. 
Diese zwei Erzeugenden liegen in einer Ebene {ad^^t des Büschels 
zf} und bestimmen mit ^/^ zwei Ebenen (ß^^ ^ ^ und (ß^^i) ^ 6\ 
welche, wenn c das Büschel J^i^^') durchläuft, das mit diesem in 
zweideutiger Beziehung stehende Ebenenbüschel di(d, d') bilden. 

Die beiden Büschel dt(M^) und d%(fe') liegen mit den erzeu- 
genden Reihen d%(ßß')^ ^\(^^') wechselweise perspectivisch und er- 
zeugen ebenfalls die Regelfläche q>^\ jedes ihrer Elemente d. h. jede 
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Irgend eine durch d^ gehende Gerade g^ z. B. eine in der Ebene 
ö liegende schneidet y* in zwei weitem Punkten (ge) und ige'), welche 
durch c/,' und den Schnittpunkt (gf) von g mit der Ebene (df'jdj) 
harmonisch nicht getrennt werden. Nimmt g nach einander alle mdg- 
liehen Lagen ein, so erfüllt (gf) die Ebene (rf^'z^j); diese ist die 
Polarebene des Doppel-Inflexionspunktes d^' beogen auf die Regel- 
fläche y*. 

„Die durch eine Doppelgerade /f^ und einer auf der 
andern Doppejgeraden -^, liegenden Doppel-Inflexions- 
punkt d^' gelegte Ebene (^^') ist die Polarebene des 
zweiten auf ^^ befindlichen Doppel-Inflexionspunktes 
bezogen auf die Regelfläche y*." 

Eine durch d^ gelegte Ebene E schneidet y* in einer Curve Q*, 
die in d^' einen Doppel-Inflexionspunkt, und in dem Schnitt ß von 
E und J2 öinea einfachen Doppelpunkt hat. Die Ebene E schneidet 
die Ebene {d^'^t) in einer durch ß laufenden Geraden |), welche den 
gemachten Auseinandersetzungen zufolge, die Polare von d^ bezüglich 
y*, also auch bezüglich Q* selbst ist. Diese Gerade hat die Eigen- 
schaft, mit dem Punkte d^\ je zwei auf einem Strahl von d^* liegende 
Curvenpunkte harmonisch zu trennen. 

Dieselbe Beziehung besteht zwischen irgend einem andern Dop- 
pel-Inflexionspunkt und der ihm in angegebener Weise zugeordneten 
Ebene jenes Büschels, auf dessen Axe er nicht liegt. 

So ist auch (J^d^") die Polarebene des Doppel-Inflexionspunktes 



f j »9 



d," bezogen auf y*. Daraus folgt aber, dass irgend eine durch d^ d^ 



gehende Ebene J^, deren Schnittpunkt mit der Schnittlinie d^d^^ 
der zwei Polarebenen (^3^2') und (^id^") wir mit Sl bezeichnen, die 

letztgenannten Ebenen in zwei Geraden Sld^" und Sld^' schneidet, 
welche die Polare c^' bzhw. rf^" bezüglich y*, also auch der durch E 
auf y* bestimmten Curve Cg* sind. 

Die Curve Cg* hat r^j' und d^" zu Doppel-Inflexionspunkten und 
die Eigenschaft, dass eine durch einen solchen Punkt z. B. rf,' lau- 
fende Gerade g ihrer Ebene sie in zwei Punkten p und p' schneidet, 

welche durch rfj' und den Schnitt m^ von g^ und dj^'Sl harmonisch 

geteilt werden. Sowol dj^'p als auch d^"p* bestimmt auf Q* noch 

einen Punkt p bzhw. p\ deren jeder durch d^'Sl von r^" harmonisch 

getrennt wird, die also eine durch rfj' gehende Verbindungslinie p^p^' 

haben. Diese Gerade bildet mit pp\ d^'Sl und d^d^' ein harmoni- 
sches Strahlenbüschel, welches mit dem ebenfalls harmonischen Vier- 
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Strahl rfi"rfi', rfi""ß, PiP^ PiP^ die Gerade d^'d^" gemeinschaftlich 
hat Aas dieser Gonstruction ersehen wir, dass sich die Geraden 

P\P\ PPi i°^ Punkte i^ schneiden, und dass p^ nndp', sowie p und 
pi' mit Sl nnd bzhw. den Schnittpunkten Sl\ Sl^' ihrer Träger und 

d^' d^*' eine harmonische Reihe bilden. 

Die vier Curvenpunkte p, p\ p^ und p^* bestimmen ein Viereck, 
welches d^\ rf/', Sl zum Diagonaldreieck hat; sie bilden ein Punkt- 
Quadrupel der Curve und liegen, wie leicht zu beweisen ist, auf 
einem Erzeugenden-Quadrupel der Regelfläche. ^) 

Ist also p ein Punkt der Curve Cjj^ so ist auch der ihm bezüg- 
lich Ä und dem Schnittpunkt Ä' von p^ und d^'d^' harmonisch 

conjugirte, ein solcher. Es schneidet demnach jede Gerade ÄÄ' 
des Büschels Sl die Curve in vier Punkten, welche paarweise mit Sl 
und Sl* eine harmonische Reihe bilden. 

Bemerken wir, dass Q* eine beliebige durch ri,' und d^' gehende 

ebene Curve von y*, nnd SlSl' eine willkürliche Transversale der 

Geraden d^'d^' und e^'rfg" ist, durch deren Annahme Cg* (zweideutig) 
bestimmt erscheint; so können wir das Resultat der Untersuchung 
folgendennassen zusammenfassen: 

„Irgend eine Transversale zweier windschiefer Ver- 
bindungslinien der vier Doppel-Inflexionspunkte der 
Regelfläche y^ schneidet diese in vier Punkten, welche 



I) Die durch p gehende Erzeugende t schneidet ^| in a und J^ in /9. 
Legen wir durch e und J^ die Ebene, so schneidet diese y^ noch in einer 
Eraeugenden e', welche durch ß und p' laufen muss, weil sich e und t' in ß 
schneiden müssen, und ß als auf e nieht liegend, ein Funkt der zweiten in ge- 
nannter Ebene befindlichen Erzeugenden sein muss. Dass sich p' wirklich in 

der Ebene (e^i) befindet, folgt daraus, dass pp' durch cf/ geht. In derselben 
Weise lässt sich zeigen, dass die zweite in (e^a) liegende Erzeugende C) durch 
a und p, geht, sie schneidet J^ in ß^. Die durch p^' bestimmte Erzeugende 
tx muss sowol mit Ci in einer Ebene des Büschels J^ liegen, also durch ß^ 
laufen ; als auch der Ebene (e'^9) angehören, d. h. sich mit e' in einem Funkt 
a' von Jy schneiden. Weil nämlich die erste Ebene J^ ^^ ßi trifft, und p/, 
Pi und ttj' in einer Geraden liegen; ebenso schneidet (tJ^) ^^^ ^\ i" «'und 

geht PiP\ durch dy^. 

„Ein Punkt-Quadrupel einer C^^, deren Ebene E durch irgend zwei Dop- 
pel-Infiexionspunkte geht, liegt immer auf einem Erzeugenden- Quadrupel von 
y^y nnd umgekehrt schneidet jede Ebene E ein Erzeugendcn-Quadrupel in einem 
Funkt- Quadrupel ihrer C^''." 



I 
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durch die genannten Geraden paarweise harmonisch ge- 
trennt werden." 

Von den sechs windschiefen Yerhindnngslinien der vier Doppel- 

Infloxionspunkte haben selbstverständlich nur die zwei Paare d^d^\ 

und d^d4\ d^d^* die besprochene Eigenschaft, weil ^^ und -^j Be- 
standteile der Fläche sind. 



Lassen wir StSV an d^d^' und d^d^* an einer Erzeugenden c 
von y^ gleiten, so erzeugt sie ein Hyperboloid ä*, welches auch dy^ 
und -^8 enthält und demnach y^ in noch drei Erzeugenden c', e", c^ 
schneidet. Alle vier Erzeugenden gehören einer Schaar von ä* an, 

sind also windschief und schneiden 9,SV in allen Lagen. Die vier 

paarweise durch d^il^* und d^d^* harmonisch getrennten Schnitt^ 

punkte der Geraden SISV und y* beschreiben daher die vier wind- 
schiefen Erzeugenden c, c', e", c**. Je zwei derselben gehören einem 

Erzeugenden-Quadrupel von y* an und bilden mit d^*d^' und d^'d^' 
vier harmonische Erzeugende von ä*. Da c beliebig gewählt wurde, 
gilt der Satz: 

„Jedes durch zwei windschiefe Verbindungslinien 
der vier Doppel-Inflexionspunkte und die zwei Doppel- 
geraden gelegte Hyperboloid h^ schneidet die Regel- 
fläche y* in vier Erzeugenden, welche paarweise mit den 
genannten Verbindungslinien vier harmonische Erzeu- 
gende des Hyperboloides bilden. Jedes derartige Paar 
gehört einem Erzeugenden-Quadrupel von y* an." 

Art. 13. Wir haben gezeigt, dass durch zwei windschiefe Trans- 
versale der Doppelgeraden acht Hyperboloide gehen, welche die 

Regelfläche berühren. Soll ein durch d^d^' und d^d^' gelegtes 
Hyperboloid h^ die Regelfläche y^ berühren, so kann dies nur da- 
durch geschehn, dass zwei nicht zusammengehörige, der vier auf ä* 
befindlichen Erzeugenden e, c', c", c"' coincidiren; da zwei ein Paar 

bildende, d. h. einander bezüglich d^d^\ d^d^' conjugirto Erzeu- 
gende einem Quadrupel angehören, und in einem solchen im Allge- 
meinen nicht unendlich nahe Erzeugende vorkommen. 

Fallen aber zwei kein Paar bildende Erzeugende c und c" zu 
einer Erzeugenden Zi zusammen, d. h. vielmehr rücken sie unendlich 
nahe, so muss dies auch mit den zwei andern, den ersten coi^jugirten 
Erzeugenden c' und c'" geschehen, weil diese an die Gleichung: 



W^\ dt'dt" e/, C) = Wd^\ d^d4\ c/, c*^) = — 1 
gebunden sind, welche dann erfüllt wird, wenn c'*'^ c'^e// wird. 
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Jodes Hyperboloid des ontersnchten Büschels, wielches di^ Et-r^:I- 
flädie längs einer Erzeagenden tj berührt berührt sie mach Iä:^ d-.r 

e/, bezüglich d^d^\ ^'^" hannonisch conjogirtcn Er2^-ii^Ei--a r_ ; 
welche mit ti einem Erzengenden-Q^iadriipel angehört « alH> d y\'-^x. 
Jedes derartige Hyperboloid ist als Berähmngsh\i>erb--lyid d-n*^- 

zn zählen, woraus folgt, dass in dem BOschel zf,, J^ ^\^^ ^^t^ 
vi^ solche Hyperboloide existiren. Es ist anch leicht zn boweis^a. 
dass von den acht Berührnngserzengenden dieser vier Hyperboloi^ic 
je Tiere ein Quadrupel bilden. ^) 



1) Um dies schnell zn 'beweisen, fassen wir wieder eine jener noendlich 

Tielen Conren C^* auf, deren Ebene d^'d^ in einem beliebigen Paokt Q 

schneidend durch d/d^" geht, dio also in d^' und <f|' Doppel-Inflexionsponkte 
liat Wie gezeigt wurde, schneidet eine durch Q gehende Gerade ^ die C,* 

in rier Funkten p, p', — - q, g' und die Gerade djd^ in einem Punki i?', 
so dass (X2, Q\ p, p') = {Si, ß', q, q') "=■ — 1 ist. Aus U kann man an 
C,** acht Tangenten legen, eine derselben sei /. Von ihren rier Schnittpunkten 
mit C^^ mtlssen zwei coincidiren. Es kann nan weder p mit p' noch 9 mit 
q' zosammenfallen, weil dann solche zwei Punkte entweder mit Q oder mit Q' 

coincidiren mfUsteo, C^^ aber weder in dem ersten, d. h. i?, noch auf d^'d^" 
SMser <2|', dl" Punkte hat. Es fällt also p mit q und daher nach obi<;or 
OL, die nun folgend lautet: {QSi'pp') =(SiSi'pq') = — 1 auch auch p' mit 
9' zusammen. Jede der (vier) ans ß an C^* gelegten Tangenten 
ist eine Doppeltangente der Curve, ihre Berührungspunkte 

werden durch ß und d^'d^" harmonisch getrennt. Diese vier Dop- 
pellangenten heissen f,, t^\ f„ t^'\ ihre Berührungspunkte a,, a/; 6,, 6/; 
a,, aj; 6^, h^' bilden, und zwar die ersten vier ein, die zweiten vier ein an- 
deres Quadrupel, wie aus dem Folgenden ersichtlich ist. Es ist auch zn be- 
merken, dass (fiV, ß^T*, /,, </) = (ßS/, ßd^, /t» '«') = — » »»« 

Ist g eine Gerade, welche C^* in P,, P„ P3, P^ und Qd^" in P schneidet, 
and g' die ihr bezüglich di'd^" und ßrf," harmonisch erzeugte Gerade; so 
sind die Schnitte Ton <//Pj, V^» «//Pj, ~d^P^ mit g' nämlich P,', P»', 
P/, P^' auch Punkte Ton C^*. (</,' kann mit <?i'' oder fi und ßrf,^, dem 

rnt^rcchend mit P</,' oder <f , 'rf, " vertauscht werden). Fallt nun P, mit P^ 
tosammen, so geschieht dies auch mit P/ und P,', d. b. ist g eine Tangente, 
so ist es anch g' und jede der andern 4 g zugeordneten Geraden g", ^, , 
Si'i 9i^- Fillt P, und P, mit P, zusammen; so sind g und auch 9', sowie 
^ etc. Inflexionstaogenten. Coincidirt P, mit P, und P, mit P4, so ist jede 
der Geraden dne Doppelungente. Nun l&sst sich das oben zu Beweisende, so- 
wie die Richtigkeit der folgenden Sätze leicht zeigen: 

sDie Tangenten der C* inPnnkten eines Quadrupels bilden 
ein Vierseit, welches Qd^'d^" zum Diagonaldreiseit hat; also 
ein Quadrupel." 
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„Jedes der vier durch zwei windschiefe Verhindungs- 

linien (rf/dj"), d^^^ oder d^\ <li'd^') der vier Doppel-In- 
flexiosspunkte gehende Bertthrungshyperholoide der Re- 
gelfläche 7^ berührt diese doppelt, d. h. längs zweier 
getrennter Erzeagenden; welche aber einem Erzengenden- 
Qnadrupel angehören. Diese zwei Erzeugenden bilden 
mit den genannten zwei Verbindungslinien vier harmo- 
nische Erzeugende des Hyperboloides. 

Die Regelfläche y^ besitzt acht derartige doppel- 
berührende Hyperboloide; die sechszohn Berührungs- 
erzeugenden derselben bilden vier Erzeugenden-Quadru- 
pel der Fläche." 

Eine Erzeugende e bestimmt mit /l^^ und /l^ zwei Ebenen ^ 
bzhw. f, welche, wenn c die Fläche y* durchläuft, zwei projectivische 
quadratische Ebenen-Involutionen ^i(dd') und ^%{tB^) bilden. 

Diese beiden Involutionen erzeugen auch die Regelfiäche y^ und 
liegen mit den erzeugenden Punkt-Involutionen, und zwar die erste 
mit J2(ßß'h die zweite mit ^/,(aa'), also wechselweise perspectivisch. 

Ein coDJugirtes Ebenenpaar der Involution Ji(Sä*) berührt diese 
Fläche in demselben Punkt a von J^ und schneidet dsdier die Ge- 
rade J^ in zwei Punkten ß und /?', welche auch ein Paar, und zwar 
von Ji(ßß') bilden. 

Der Punkt a liefert mit ß und ß' verbunden jene Erzeugenden 
f, e', in welchen die Ebene (^go) ^ c die ihr zugeordneten Ebenen 
8 und ö* schneidet. Die Doppelebenen ^j', d,' der Involution J^idö') 
gehen durch die auf d^ Hegenden Doppel-Inflexionspunkte cZ^" resp. 
rfg" und berühren y* i» jö zwei auf /f, liegenden Cuspidalpunkten cj', 



Die Berührungspunkte der vier in Q sich schneidenden Doppeita ngenteo 
bilden zwei Quadrupel. C^* besitzt noch 4 Doppeltangenten, welche auch ein 
Quadrupel bilden. Ihre 8 Berührungspunkte bilden 2 Punkt-Quadrupel. 

Die Curvc C^* hat ausser cf, ', d/' acht Inflcxionspunkte, welche zu vieren 
t,, lg, I,, 1*4 — I,', I,', i'j', ij sich zu Quadrupeln vereinigen. Ihre Tan- 
genten (Inflexionstangentcn) bilden die zugeordneten Quadrupel; sie schneiden 
C^* in acht Funkten, für welche dasselbe bezüglich der Lage gilt. 

Lassen wir C«^ sich um <'^i'<'^i'' drehend deformiren; so beschreiben die 

acht Inflexionstnngenten die acht durch d^'d^" gehenden Schmiegungshyper- 
boloidc der y^, Ihre Inflcxionspunkte durchlaufen die Schmiegungskanten der- 
selben ; welche zwei Erzeugende-Quadrupel der Fläche y* bilden ; weil, wie wie 
schon erwähnten, jedes Funkt-Qnadnipel der Cg*, wenn sich ihre Ebene um 

dl' dl" dreht, an einem Erzeugenden-Quadrupel von y* gleitet etc. 
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V bzhw. €%,', C4', welche wieder durch die auf J^ befindlichen Dop- 
pel-Inflexionspnnkte d^\ d^ in angegebener Reihenfolge harmonisch 
getrennt werden. 

Die Yerzweignngsebenen t?i', r,', »3', v^ des Büschels /fj grup- 
piren sich ebenfalls zu conjugirten Paaren; je ein Paar stellt die 
Tangentialebenen der Fläche in einem Doppel-Inflexionspnnkt d^\ d^ 
vor, und bestimmt anf z/^ ein Cnspidalpnnktepaar etc. 

Eine durch einen Doppel-Inflexionspunkt d^ gelegte Ebene E 
bestimmt anf /^ eine Curve Q^ die in d^ Inflexionstangenten zu 
Doppelpunktstangenten hat Die letztem sind die Schnittlinien f^, /^ 
von E und den y* in d^ berührenden Yerzweigungsebenen cj' und c,'. 

Aus dem Gesetze der Reciprocität folgt nun unmittelbar, dass 
der ans einem Punkt P einer Doppelebene ^^ der y* umschriebene 
Kegel Jr4^ die Ebene ^j' zur Doppel-Rückkehrtangentenebene 
hat; d. h. für den ^^ ^^^^ Doppeltangentenebene ist, welche Rück- 
kehrkanten des Kegels zu Berührungskanten besitzt Die letztem 
zielen nach den auf ix liegenden Cuspidalpunkten c,', c^, (Siehe 
Art. 5.). 

Jede der vier windschiefen Verbindungslinien der Doppel-Infloxions- 
pnnkte hat also nicht nur die Eigenschaft, dass eine beliobigo durch 
sie gelegte Ebene die Fläche y* in einer Curve C^ mit zwei Doppcl- 
Inflexionspunkten schneidet; sondern auch die, dass der aus einem 
ihrer Punkte umschriebene Kegel K^ zwei Doppel-Rückkehrtangentcn- 

ebenen besitzt. Diese sind die durch d^d^' bestimmten Doppelebenen 
der Büschel A^ und ^i\ die Berührungskanten zielen nach den vier 
in ihnen goldenen Cuspidalpunkten und sind Rückkehrkanten des 
K^els K^, 

Die andern acht Rückkehrtangenten sind, wie wir in Art 11. 
zeigten, Haupttangenten der Regelfläche; sie bestimmen die in der 

letzten Anmerkung erwähnten acht durch d^d" gehenden Schmic- 
gungshyperboloide. An bezeichneter Stelle erwähnen wir auch, dass 
die acht Schmiegungserzeugenden, sowie die acht Schnitterzeugenden 
der Hyperboloide mit y^, und zwar jede Gmppe für sich zwei Er- 
zengenden-Quadmpel der Fläche bilden. 

,J)urch jede Verbindungslinie zweier Doppel-In- 
flexionspunkte gehen acht Schmiegungshyperboloidc 
der Fläche y*. Ihre acht Schmiegungserzeugenden bil- 
den zwei Quadrupel. Jedes Hyperboloid schneidet y* in 
noch einer Erzeugenden; auch diese acht Erzeugenden 
zerfallen in zwei Erzeugenden-Quadrupel von y*." 
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Der Schnitt Cg* einer durch ^'e^' gelegten Ebene iJhat ausser 
den vier in Sl sich schneidenden Doppeltangenten (siehe 1. Anmrkg.) 
vier Doppeltangenten t^, rg, T3, t^, welche ein Tangenten-Quadrupel 
von Cg* constituiren. Die acht Berührungspunkte vereinigen sich in 
folgender Ordnung zu Quadrupeln: *i, b^^ ftg, b^ — b^\ b^\ i,', b^\ 
wobei Berührungspunkte einer Doppeltangente den mit dieser gleichen 

untern Index haben. Dreht sich E um d^'d^", so beschreiben die 
vier Doppeltangenten ebensoviele durch d^d^" gehende, die Fläche 
Y* doppelt berührende Hyperboloide. 

Obwohl dies schon aus der in Art. 11. gemachten Untersuchung 
erhellt, lässt es sich auch direct zeigen. Es ist nämlich an sich 
klar, dass, weil die Berührungspunkte b^ und ft/ der Doppeltangente 
Tj nicht einem Punkt-Quadrupel angehören, auch die durch sie gehen- 
den Erzeugenden Cj, e^' nicht einem Quadrupel angehören können, 
also jedenfalls windschief sind. Die Gerade t„ welche an e^, Cj' und 

d^'di" gleitet, erzeugt demnach ein Hyperboloid A*, welches auch J^ 
und z/g zu Erzeugenden hat. Nun ist unter den unendlich vielen y* 
längs 61 berührenden Hyperboloiden, welche durch J^ und J^ gßhen, 
eines durch Angabe einer weitern Erzeugenden^), im vorliegenden 
Fall durch r^ bestimmt. Dieses Hyperboloid (ö*) berührt aber y* 
längs e/, weil der Voraussetzung nach r^ die Fläche y^ in dem auf 
Cj' befindlichen Punkt Jj' tangirt. Das Hyperboloid ^^ berührt daher 

Y* längs Pi und e^', hat -^1, ^2 und demnach auch dt^di" zu Erzeu- 
genden, ist also, was zu beweisen war, mit dem durch Gleiten von r^ 

an ei, Cj', rf^'d^" erzeugten Hyperboloid h^ identisch. 

,4)ie acht Berührungserzeugenden der vier, blos 
durch eine Verbindungslinie zweier Doppel-Inflexions- 
punkte (und nicht auch die ihr conjugirte) gehenden, die 
Fläche y* doppolt berührenden Hyperboloide bilden zwei 
Erzeugenden-Quadrupel vony^. Die Berührungsorzeugen- 
don eines dieser Hyperboloide gehören diesen zwei Qua- 
drupeln einzeln an." 

Von den weitern Eigenschaften der Rogelfläche y* wäre noch zu 
erwähnen, dass die zwei Doppelebenen dj', ö^' (Doppel- 
Rückkehrtangentenebenen) eines erzeugenden Büschels, 
etwa Ji(9^ d')? die Fläche in zwei harmonische Teile 
trennen. 



1) Welche wenn sie mit Ji und J^ windschief ist, immer y* in einem 
Punkt von ti berühren mnss. 
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Denn sind ^ und ^* irgend zwei bezüglich ^^'9 ^2' einander har- 
monisch conjugirte Ebenen des BOschels ^/j, j?, ß* ihre Schnittpunkte 
mit J^ und a einer ihrer (gemeinschaftlichen) Bertlhrungspunkte mit 

>^; 80 sind aß ^ ^ und aß'^ e' die zwei sich in « begegnenden Er- 
zeugenden. Nun ist leicht einzusehen, dass irgend eine in der 
ebene (ee') befindliche Gerade g die Erzeugenden e und t* in zwei 
Punkten p bzhw. p' schneidet, die durch die Schnitte von g mit *W 
6^^ harmonisch getrennt werden. Einer Erzeugenden e entsprechen 
in dieser Weise zwei Erzeugende e' und e", welche mit der ersten 
einem Quadrupel angehören, und gegen die vierte Erzeugende des- 
selben dieselbe Lagen-Relation haben. 



Der geehrte Leser vergleiche bezüglich der Resultate diesen Auf- 
satz und die später folgende Abhandlung: „lieber rationale Regel- 
flächen vierten Grades^^ mit den über denselben Gegenstand von 
Cbasles, Cayley und Cremona veröffentlichen Arbeiten, welche in den 
Quellen-Nachweisungen der analjrtischen Geometrie von Salmon-Fiedler 
erwfthnt sind, und sich beziehungsweise in den „Comptes rendus^^ 
(1861, Bd. 53); den „Philos. Transactions" (1863 — 1869, Bd. 153, 
154, 159), „Cambridge Transactions" (1868, Bd. 11) und in „Mcm. 
d. R Ist di Bologna" (1868, Bd. 8) befinden. 

Halas, den 31. März 1880. 

A. Ameseder, 
cand. proL 
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VI. 

Miscellen. 



1. 



Directe Bestimmaiig des Integrals 



2 



/ logsi 



sinrcdx 



Nach dem TtenBande der Fortschritte der Mathematik hatWol- 
stcuholme eine directe Entwickelung dieses Integrals mit Hälfe des 



TT 



/ \ogx€lx gegeben. 



Im Jahre 1856 legte Professor Dr. Lehmus seinen CoUegcn das 

oben genannte Integral vor und der Unterzeichnete gab die folgende 

Lösung: 

71 n 

2 2 



I logsinrrf/o? = / log2sin2COS2^te 
b 



n n 

2 2 



= |^log2+ / logsin^c/a;+ / logcos^ 



dx 



Ä n 

4 4 



2 log2+2( / logsinarr/a;-}- / logcososötej 



n 
2 



= flog2+2 Aogsin.,^, 
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also: 



n 



I logsinxcür = — 2 ^^^^' 
Kiel 1879. LigowskL 



2. 
Elme wierkwürdlge EigciiscliÄft des laternils d«r ölelefcMr: 

Ich habe bewiesen, dass alle Werte, welche die Function y für 

4 



x = ^; -^; ^; ... (2n— i)^ 



annimmt, algebraisch auf einander zurückgeftthrt werden können; 
welches auch immer die in y eintretende Constante sein mag. Um 
diese Relationen allgemein darzustellen, sei A der Wert, welchen y 

für « = -j annimmt; p =/(«, o), so ist stets: 

— 2 — ; 



+Vl 



nn —nn 

g2 — cOSnTT.e 2 




± + ^».^1 ^2^ j; nganz 

Ich habe femer bewiesen, dass wenn /(O, a) = 1 ist. 



nn —nn 



/(2n— 1)JC \ 6 2+cosn».c ^ . , /n ganz\ 

/(— 4— ' "j 272 '•"*• l> - ij 

Mir ist bis jetzt kein Fall bekannt, dass man bei Differential- 
gleichungen ohne vorherige Trennung der Variabeln fUr besondere 
Werte der Argumente algebraische Beziehungen zwischen den ent- 
sprechenden Functionen aufgefunden oder letztere in geschlossener 
Form dargestellt hat. 

Den Beweis werde ich an anderer Stelle mitteilen. 

Kiel, den 4. Februar 1878. , M eis sei 
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3. 

Neue Herleltang der Kreistangeiiteiigrleiebaiigr« 

Sind 

(a;— a)2-f(y— Ä)2— r« = 5 = 

die Gleichungen zweier Kreise, so ist 

5— 2;==0 

die Gleichung der Radicalaxe beider Kreise. Für j» = redudrt 
sich der Kreis 2 auf einen Punkt Die Gleichung der Kadicalaxe 
wird dann: 

Liegt nun S auf dem Kreise 5, so ist 

tt2_|_(j2 _ y2^2aa+2i»j3— a^ — &2 

Die Radicalaxe zwischen /S und dem Nullkreise £ hat also die Glei- 
chung: 

Da diese Gerade durch die Schnittpunkte von S und 2 geht, diese 
aber einander unendlich nahe liegen; so geht sie in die Tangente 
des Kreises S im Punkte £ desselben über. — Liegt der Punkt £ 
nicht auf 5, so erhalten wir als Eadicalaxe eine Gerade ®, deren 
jeder Punkt P die Eigenschaft hat, dass die Tangente von P B.n S 
ebenso lang ist als P£, Bewegt sich £ auf einer Geraden, so hfillt 
® einen Kegelschnitt ein. 

Wien, Januar 1880. Emil Hain. 
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vu. 



lieber die Anziehung von Massenpunkten 
insbesondere mit Rücksicht auf die Lotstörungen. 



Von 

Herrn Dr. Winter berg 

in Rom. 



In Nr. 2167 der ,yÄ.8tronomi8chen Nachrichten" wurde der Ein- 
flnss eines nicht im Erdcentmm, sondern anderswo im Innern der 
Erde befindlichen Masseopunkts nnd der durch ihn veranlassten An- 
ziehung, auf die Gestalt der Niveaufläche untersucht, unter der An- 
nahme, dass seine Dichtigkeit die mittlere Erddichte übertrifft. Jene 
Untersuchung hatte wesentlich den Zweck, zu zeigen, wie sich unter 
Umständen gewisse Erscheinungen der Localattraction als Folge der 
Anziehung eines solchen Masscupnnkts erklären lassen, und wie man 
demnach auch im Stande ist, aus den Beobachtungen. Lage und Masse 
eines solchen Ablenkungs-Ceutrums zu bestimmen. Es wurde dabei, wie 
es für den genannten Zweck ausroicheod war, die Anziehung der homo- 
gen gedachten Erde als constant betrachtet, oder, was dasselbe sagt, Ihr 
Centrum als unendlich fern angesehen, so dass die Schwere der y 
Axe parallel wirkte. Die auf jene Frage bezüglichen UntcnmchuiigH» 
fahren indessen noch zu andern Ergebnissen, die nicht ohne lnU*vi'A^m 
sind. Ausser den damals besprochenen Niveauflächen ti*\itiiami\fi 
nämlich die dort zu Gruude gelegte Gleichung noch ciwi /weit« (ittt- 
tung, die im Gegensatz zu jenen geschlossene sind. Auf diene (/'alle 
soll hier zunächst nochmals etwas genauer eingegawt^e« wer di» , mU 
es damals geschehen, und namentlich der Zusammenhang Hu\»^muUi 
werden, in welchem diese verschiedenen Arten von Fla/ hen, d)«( %\Kh 
je nach der Wahl der Constanten ergeben, unt^r aUm^Ur hUUhh. 

T#il LXV. ^ 



114 ' Winterberg: Ueber die Ämiehung von Mtutenpunkien 

Es siud ferner alle jene Fälle in sofern einer Yerallgemeinerang 
fähig, als statt des nnendlich fernen Centrums ein in beliebiger Ent- 
fernung befindliches, oder statt der Engel von unendlich grossem Ra- 
dius eine solche von beliebiger Grösse zu Grunde gelegt werden kann, 
und da sich gewisse Probleme der Attraction nur unter dieser An- 
nahme erledigen lassen, so sollen auch diese Fälle hier näher unter- 
sucht werden. 

An einem praktischen Beispiele wird schliesslich gezeigt, wie man 
durch Annahme solcher Ablenkungs-Centra den Einfluss der allge- 
meinen Lotstörung bezüglich der Punkte eines Meridians der Erdkugel 
in ähnlicher Art bestimmen kann, wie solches hinsichtlich der Punkte 
des Aequators durch Herrn Bruns (Gestalt der Erde) dargelegt worden. 



§ 1. 

Geht man von zwei Massenpunkten 1/4, 974 aus, die im Abstände 
a von einander liegen, bezeichnen r^, r, die Abstände von einem be- 
liebigen Punkte P, so wird die Gleichung der, durch ihn gelegten 
Niveaufläche dargestellt durch: 

1) !!b + !?« _ const. 

Wählt man die Verbindungslinie m^ m^ zur «-Axe, so ergibt sich für 

als Coordinatenursprung, wenn 

femer ^, 9 die bezüglichen Polar-Coordinaten sind: 

- = -M cosg>-|--,) 

Für solche Punkte der Niveaufläche, deren Abstand q sowohl grösser 
als X wie a — x ist, folgt hieraus durch Reihenentwickelung: 

- == - (1 +^cos <)P — ^ (1 — 3cos V) — ^ cos <)P(3 — 5 cosV) • • • j 

1 1/ a — x (a — 0?)*,^ _ , , 

- =« -M cosflp o o (l""3cosV) 

-| Q 8 COSg>(l — 5C08^<p)---) 



lU 



Wlhlt man den gemeiiisaiMii Sdnrarpvakt tob s,, m, 
dinatenarspmng, so ist: 

daber ergibt sich, wenn die TontebendeB EntwicketsBcc« ib 1 
gesetzt werden, unter dieser Toraaasetzvi^: 

const ^ — 2(m,+«4)p*<^~^^*> 



Hieraus ersieht man, dass mit Yemachlässigng der Glieder höherer 
Ordnung in erster Annäherung stets 

^ ^ ^ =conit 
9 

ist, d. h. die Wirkung beider Massen kann durch eine ihro* Somnie 
gleichen im Schwerpunkt ersetzt werdoL Andrerseits zeigt sich, dass, 
wenn beide Massen wenig verschieden, der Fehler der durch Ab- 
brechen bei einem Gliede ungrader Ordnung entsteht, im Allgemeinen 
geringer ist als der im entgegengesetzten Falle, da die letzteren 
Glieder ihre Differenz als Factor enthalten, die ersteren dagegen die 
Summe. 

Jenes Gesetz bezüglich der Vereinigung der Massen im Schwer- 
punkte, welches bekanntlich för die Punkte ausserhalb einer beliebig 
gestalteten Masse gilt, lässt sich nach den Prindpien der Zusammen- 
setzung von Kräften auf beliebig viele Punkte ausdehnen. 

Für drei nicht in grader Linie liegende Punkte m,, m,, m^ findet 
man als Gleichung der Niveaufläche den froheren Bezeichnungen analog: 

♦•l »"2 *•« 

Sind m^o, m^o^ m^o die Abstände der Ecken des, durch sie gebildeten 
Dreiecks vom Goordinatenursprung, und bezeichnet resp. 

i|; = Wkl. m^oP^ 

wo P ein Punkt der Kiveauflftche, 

(o =» Wkl. miom^ 
üo' =» Wkl. miom^ 

so erhält man durch Reihenentwickelung der bezüglichen Ausdrücke 
von r|, rjf, 7*3 nach Potenzen von q unter der Annahme, dass q stets 

s* 
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grösser als die drei Abstände m^o^ m^o^ m^^ die GleichaDg der Ni- 
veanfläche: 

Consta ^+^+ -^ 

Q 

T ^1 T • • • 

Verlegt man den Goordinatenursprung so, dass das zweite Glied rechts 
verschwindet, so folgen daraas, da ^ beliebig ist, die zwei Bedin- 
gungsgleichungen : 

m^o -{-m^ cos m -^-m^o cos od' = 
1740 sin CD — mgosin co' = 

welche zeigen, dass der Coordinatenanfang im Dnrchschnitt der 3 
Winkelhalbirenden des Dreiecks m^rn^m^ liegt. Denn bezeichnen Q, 
JR, S die Punkte, wo diese die Gegenseiten des Dreiecks treffen, so 
ergibt sich aus der zweiten Gleichang leicht die Relation: 

m^R,in^S .1713Q 

Dieselbe Relation gilt aber andrerseits auch für den gemeinsamen 
Schwerpunkt der 3 Massenpunkto, wenn man unter Q, R, S die resp. 
Schwerpunkte von m^tn^^ ^ini^^ n^^ versteht Daraus folgt die Rich- 
tigkeit des Satzes für 3 Punkte. Man sieht wie sich derselbe ohne 
Schwierigkeit weiter ausdehnen lässt. 

Die übrigen Reihenentwickelnngon gelten nicht mehr, wenn der 
Abstand a beider Centra im Vergleich zum Radiusvector gross ist. 
Ein solcher Fall würde vorliegen, wenn os sich um den Einfluss eines 
Massenpunkts innerhalb oder ausserhalb der Erdoberfläche handelt, 
wie solches früher untersucht Er würde ferner vorliegen, wenn z.B. der 
Einfluss der Sonnen-Attraction auf die Gestalt der Niveaufläche der Erde 
untersucht werden sollte, abgesehen von der durch die Bewegung 
hervorgebrachten Veränderung. Denn in diesen Fällen kann a als 
unendlich gross gegen q betrachtet werden. 

Verlegt man im Falle, wo o > ^, den Goordinatenursprung in das 
Centrum der kleineren Masse — im letztgenannten also in den Erd- 
mittelpunkt — so ergibt sich mit Beibehaltung der früheren Be- 
zeichnungen die Gleichung der Niveaufläche: 

— -1 =• const 

wo: 

r^* = Q^'\-a^'-2aQC0B(p 
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_ . 1 

Entwickelt man — nach absteigenden Potenzen von a, so folgt in 
erster Annäherung: 

^■^ {l4--C08g)) « const 

Q * a \ * a J 

woraus man sofort erkennt, dass diese Gleichung sich auf die Form 
der Irflher aufgestellten bringen lässt. Denn, da ^cos9 ^ x, so er- 
gibt sich mit Yertauschung der «- und y-Axe: 

3) ö"^*y '^ ^ 

Hierdurch ist allgemein nachgewiesen, dass man in erster Annäherung 
die Anziehung eines der beiden Massenpnnkte stets als coustant be- 
trachten kann, so lange es sich um Punkte in der Nähe des einen 
oder des andern von beiden handelt 

Es ist also nicht sowohl der Massenunterschied, als vielmehr der 
Abstand beider Punkte für die Probleme der angegebenen Art von 
Bedeutung. 

Dem Vorherigen gemäss kann in den Problemen der Local- wie 
auch der allgemeinen Lotstörung die ablenkende Masse m sowohl 
positiv wie negativ gedacht werden, jenachdem ihre Dichtigkeit die 
mittlere Erddichte übertrifft, oder geringer ist Es verhält sich im 
letzteren Falle das Ablenkungs-Centrum gleichsam repulsiv, weil alle 
umgebenden Massenteile auf die Punkte der Niveaufläche eine stär- 
kere Attraction ausüben als jenes. 

Die Niveauflächen werden femer im Allgemeinen verschieden sein, 
jenachdem sie beide Centra, oder nur eins umgeben. 

In dem früher behandelten Probleme wurde die Gestalt der Ni- 
veaufläche wesentlich durch die Gleichung: 

gy = const. 

d. h. durch eine Reihe unbegrenzter Ebenen senkrecht zur y-Axe dar- 
gestellt, während der, in Folge der Attraction des Punkts m hinzu- 

tretende Teil — die Abweichung von jener Gestalt ergibt. 

Soll hingegen der Einfluss der Sonnenattraction auf die kugel- 
förmig gedachte Meeresfläche ermittelt werden, so stellt die Gleichung 

- « const 

r 
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(r',-iU)»(rV+a») = (rV-«*)* 
(r',-Xa) (.r\'-a») = (r',+Aa)(rV-a») 

Ans der zweiten dieser Relationen folgt: 

Setzt man diesen Wert in die erste, so ergibt sich: 

4 a*(4(rV+rV) + (/,+ ' •',)») (/«+r's)*rV-(r\«-hrV)« 
" *4 j 



worans: 
2) d 



, ♦•'«'+rV 



2 



WO das negative Wurzelzeichen der Bestimmung gemäss genommen 
ist, dass für r'j «= r'j = r'^, a = werden soll. Hat man somit a* 
bestimmt, so ergibt sich k aus 1), sodann R aus: 

welcher Wert eindeutig, da l positiv genommen werden muss. 
Für A; = 1, A = ergibt sich speciell; da jetzt r^ '==^ r^: 

«« = 2 

Ä 2 

Auf ganz analoge Art würde man die Constanten a, R, k, die 
hier unter der Voraussetzung zweier, innerhalb der Fläche gelegener 
Anziehungs-Centra bestimmt worden, für jeden andern Fall berechnen 
können. 

Die Gleichung 1) ist, wie man leicht übersieht, nach Beseitigung 
der Wurzelgrössen vom 8ten Grade nach x und y. Transformirt 
man dieselbe auf Polar-Coordinaten, so erhält sie die Form: 

(p«+4a« — 4apC08<p)(p—Ä)*— A;*i2V — 

Diese, als algebraische Gleichung 4ten Grades nach g aufgefasst^ er* 
gibt für jeden Wert von tp mindestens einen realen Wert von ^ der 
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im Intervalle r2 , .. r^ liegt Denn für einen beliebigen Wert (jpq 
ergibt sich, wenn die linke Seite der Yorstehenden Gleicbung für 
diesen Fall mit A bezeichnet wird, unter Berttcksichtigang dor Re- 
lationen 3) nach Rednction: 

1) für p = rj Az= 8ar,(r2 — Ä)«ßin« ^ > 

2) „ ^ = r3 A 8ars(r8-.Ä)«C08«'^^<0 

Geht man daher wieder von einem bestimmten Werte von <)p, z. B. 
9 = aas, welchem der Wert r ^ r^ entspricht, so erhält man durch 
soccessiv wachsende Werte von tp eine stetige Folge successive ab- 
nehmender Werte von r, die in ihrem Zusammenhange den Curven- 
teil zunächst in der Umgebung des Ausgangspunktes construiren, 
soweit auf dieser Strecke keine Unstetigkeiten liegen. 

Zum Zwecke der Construction müssen wiederum die Axenab- 
schnitte aus den Relationen 3) eindeutig bestimmt werden, wie es den 
Bedingungen des Problems entspricht. 

Für den vorgelegten Fall mnss man demnach haben: 



2a+E{l+k) , l/ (2a+R{l +k)y^SaRk 



+ 



(2a-R(l+k)) . l/(2i^^^^^R{l+k))^+SaRk 

r^ ^— + y j 

wobei, ftkr ifc «= 0, r^^r^^r^'^ r resnltirt. 

Für ifc = 1 folgt, im Falle beide Punkte umhüllt worden : 

r, « a + R+y^+W 

während der Wert tq zufolge des Vorherigen ist: 

welcher zeigt, dass die Fläche nur solange Punkte umgibt, wie 

ist, während zugleich die Bedeutung von R für diesen Fall als halbe 
Hypotenuse des von den Katheten a, tq gebildeten recbtMrinkligcu 
Dreiecks hervorgeht. 



138 Winterbtrg: üebßr die Atixithung von Afcusenpunkten 

In der Praxis wird man gewöhnlich nicht die Grdsse R als ge- 
geben ansehen, sondern es wird ausser a, k noch ein willkürlicher 
Punkt gegeben sein, durch den die Fläche gelegt werden solL Aus 
den Coordinaten desselben bestimmt man alsdann zuerst die Radieu- 
vectoren r, ^, und aus diesen zufolge 1) die Grösse B. 

Nachdem die Axeuabschnitte ermittelt, kann die Carre in derart 
dargestellt werden, dass man unter Zugrundelegung der aus 1) fol- 
genden Relation: 

k.Rg 






Q — R 



von einem Axenschnitte, g =^ r^ beginnend, für p successive wach- 
sende Werte setzt, und die entsprechenden r als 4te Proportionalen 
aus vorstehender Relation bildet, wodurch sich je 1 Carvenpunkt be- 
stimmt Je nachdem man r durch p, oder g durch r ausdrückt, er- 
kennt man, dass mit wachsenden g die r abnehmen, und umgekehrt, 
während andrerseits beide stets grösser als R resp. Rk bleiben, weil 
unendlich ferne Elemente ausgeschlossen. Daraus folgt, dass inner- 
halb der Strecke r^.. ,r^ die Summe beider Radienvectoren irgaidwo 
ein Minimum erreichen muss. Liegt, von dem Punkte gerechnet, wo 
die Construction beginnt, bis zu dieser Stelle keine Unstetigkeit, so 
kann dieser Teil der Curve ohne Unterbrechung dargestellt werdeit 
Fttr Äj = 1 kann also, da, wie das Folgende zeigt, jenes Minimum in 
der Mitte liegt, unter dieser Voraussetzung die Curve in einem Zuge 
verzeichnet werden. Jene Unstetigkeitsstellen sind daher zunächst zu 
untersuchen. Dabei hat die Stelle, wo r+p = Min. in sofern eine 
gewisse Bedeutung, als sie jene Stellen trennt, und somit dazu dient, 
in jedem speciellen Falle Aufschluss tiber die Gestalt der CurFC zn 
geben. 

Untersucht man zunächst die Stellen, wo die Ordinate ein Maxi- 
mum resp. Minimum erreicht , so finden sich dieselben durch Diffc- 
rentiiren von 2) nach x, wenn man diese Grösse statt g cob<p ein- 
führt, durch die Relation ausgedrückt: 

dy r^Z'\-kg^(x — 2a) 

^^ dx y(r«+V) ^ 

woraus: 

6) r^x + kg^ (x— 2a) = 

Eliminirt man hiera; mittelst der Relation: 

* i^; — . 

sodann r mittelst 1), so erhält man: 



' I AM"* r 
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Umgekehrt lassen sich aas diesen Relationen die Axenahschnitte r^ 
r^ eindeutig bestimmen. Denn der Bedingung r^ ^ r^ können, da 
beide nur positive Werte haben, nur die Ausdrücke entsprechen: 

* 2 

Die Forderung r^ > r, wird erfüllt, solange c* ^ 4fc ist, wdches 
zugleich die Realitätsbedingung der Curve ist. 

Unter dieser Bedingung finden sich zufolge 5a) auch für diesen 
Fall zu jedem Werte von tp zwischen 0^ und 360® je zwei reale Werte 
von r, wovon einer dem Problem genügt. Denn geht man auch hier 
von einem bestimmten Anfangswerte von <)p, z. B. von 9> =» 0, wel- 
chem der Wert r^ entspricht, aus, und lässt (p successive wachsen, 
so ergibt sich dadurch eine stetige Folge von r -< r^ die successive 
bis zum Worte r, abnehmen; deren Zusammenhang somit diesen Teil 
der Curve darstellt. 

Für die Construction ist wiederum die Form bequemer: 

8) (c+y)r = k 

worin ftlr y alle positiven Werte zwischen und r,, resp. alle nega- 
tiven zwischen und r^ zu nehmen sind, um don obem, resp. untern 
Flächenteil, in derselben Art wie für das erste Problem angegeben, 
zu construiren, vorausgesetzt, dass man nach 6) die Axenahschnitte 
bestimmt, und yk als geometrische Grösse dargestellt hat. 

Die Figur 1., welche die Construction verdeutiichen soll, bedarf 
hiernach wohl keiner weitern Erläuterung. 

Es kann nun noch ein dritter Fall eintreten, der gewissermasseu 
den Uebergang der beiden vorigen bildet, wenn nämlich m oberhalb 
des allgemeinen Niveaus der Erdoberfläche liegt, wie z. B. der Fall, 
wenn man die Attraction eines Gebirges durch eine ihm gleiche im 
Schwerpunkt vereinigte Masse ersetzt denkt. Hierbei werde zunächst 
vorausgesetzt, dass die Niveaufläche beide Centra, das oo ferne Erd- 
centrum, wie den Punkt m umgebe. Alsdann hat man, wenn wie bis- 
her in m der Coordinaten-Ursprung und die Axen wie vorher gewählt 
werden, im Gegensatz zum ersten Probleme die Bedingung, dass jetzt 
sowohl positive wie negative Werte von y zulässig sind. Es wird 
demnach (s. Fig. 2.) der obere Teil der Curve ganz ebenso ^onstm- 
irt, wie für die geschlossene Fläche angegeben, so dass sich die Axen- 
ahschnitte der X- und y-Axe ergeben aus 
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V-f-cr, — ifc = 

worauB wiederom folgt: 



^i—rs 



Da e im oberen wie im unteren Teile d^iaelbeii Wert hat, so sieltt 
man wie letzterer zn constmiren, indem die Länge mo die der Ab- 
sdsse ««OD entspricht gleich dem Torstehoid dnreh r„ r, äuge- 
drückten Werte Ton c zn nehmen, und im Uebrigen wie beim ersten 
Probleme zn verüahren ist 

Um zn erkennen, in welchen Zusammenhange die verschiedenen 
Arten von Flächen stehen, ist eine Untersuchung ihrer Singularitäten 

erforderlich. 

Zunächst erhält man das Maximum oder Minimum der Ordinaten 

zufolge: 

dy kx 

dx ky:h:r^ 

wo das positive oder negative Vorzeichen dem jedesmaligen Probleme 
eotsprechend zu wählen. Die fraglichen Werte ergeben sich daher 
für X — resp. jc = oo, wo dies zulässig. 

Untersucht man femer die Stellen, wo ^ ein Maximum wird, 

oder wo die Gurve den Sinn ihrer Krümmung ändert, so ergeben 
sich aus der Bedingung: 

die in der vor. Abh. dem ersten Probleme entsprechend, abgeleiteten 
Relationen: 

9) (y— c)*(6a^2— 4cy + c2) — 2A;*=»0 

Dass ein solches Maximum von - existirte, zeigte der Charakter 

€IX 

der dem Problem entsprechenden Curve. Denn da dieselbe von 

bis 00 stetig verläuft, im Punkte ac = und x = oo den Wert J 
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dy 

ä;^ = besitzt, so musste auf der Strecke von ... od offenbar eine 

Stelle der verlangten Art liegen. In der Tat zeigt sich aach alge- 
braisch, dass die Gleichung 9) innerhalb des Intervalls y=^c,„y^==yx 
stets eine reale Wurzel besitzt 

Denn bezeichnet man die linke Seite von 9) mit V und bildet 
daraus die vier ersten Ableitungen nach y, so findet man daraus die 
Reihe der Vorzeichen: 

1) füry = <?: — ±0 + + + 

2) „ y«yt: + + + + + 

woraus, dem Stürmischen Satze zufolge, da 2) einen Zeichenwechsel 
weniger als 1) ergibt, hervorgeht, dass eine reale Wurzel in diesem 
Intervall sich befindet 

Bei den Flächen der zweiten Art existirt dagegen ein solches 
Maximum nicht Denn transformirt man 9), welche sich dem Yor- 
herigen entsprechend, auf den unteren Teil bezieht, auf Polar-Coor- 
dinaten und eliminirt dann (p mittelst der diesem Flächenteil ent- 
sprechenden Gleichung, so folgt die Belation: 

10) 2r^3r«c«+8r.cÄ; — 6^•« = 

Bildet man wie vorher die Sturm'sche Reihe aus den 4 ersten Ab- 
leitungen der linken Seite von 10) nach r, so findet sich die Reihe 
der Vorzeichen: 



1) 


für 


r^r^i 


— 


+ 




+ 


+ 


2) 


5» 


r = r^i 


— 


+ 


— 


+ 


+ 



also es gibt, da die Zahl der Zeichenwcchsel dieselbe, im Intervall 
Tj . . . rg keine reale Wurzel von 10). 

Ganz analog leitet man dasselbe Resultat für das Intervall rj ... r^ 
bezüglich des oberen Teils ab, wofür dieselbe Gleichung 10) gilt, so 
dass also bei dieser Art von Flächen die Krümmung stets convex 
nach Aussen bleibt. 

Bei den, den Uebergang bildenden Curven können dementspre- 
chend solche Stellen nur in dem Intervalle von bis c liegen. In 
der Tat ergibt sich algebraisch auf dieselbe Art wie vorher, dass die 
Gl. 9) in diesem Intervalle stets reale Wurzeln besitzt 

Die geschlossenen Flächen werden dagegen stets Stellen haben, 
wo: 

dx 



Utioi: 

11) ^ --= - « 

vo das doroehe Tfirnäia ösk hk 



Aadi hkr län aiä iL^r^Tnasti aa§» ^li- ■?=-«► ^ 

Tcflc der PÜcike cazfjrt-nHSiiL k«?3 -s^nr-: I*^=r raü :j 
die GL 11), iro a« «ns^rtr Lt;ij:.-a. a ii-^iri iiiiH.r 



* == 



10 eriHlt 



die tinke Setüt sxsist hr^^cunut: vir ^ ^-jl'.- .ilj^ »jn 



1 fBr*' = -- ji 

2 ^ - = -, -fc 



setzt, folgt: 

vonas du Beisic}«»^ ittr^ccT'fni 

Auch iD€<tac»ri ist h'j-üt -rujra^fzjsi. -i.» -.^ 7-c. .^ ■**,-- 
mr im ant^r^ii T*rlt*r ü»t Cur"-*- i**^^ ^ ■/j**.. *>^.u .^-' • ,* 
ffldli ober- wie Bivri*ili m cj* i»*-*u::a*:"-2 .»r' n^ ^ ■ • j . • ■ * 
so werdeD sie dit j^Ai.^ si^n mrv.-'iüli tr- r-T'*-- .^^ ^. ,. . , 
treffen, folgücL wt ^ul. ▼•tu Iir* l: r^-uc ^x*--- ry . 

Die Cättcb ö€r ctb^t. Ar: i au*>i jsdt'r'v-'i.:^» *i^ >♦- r . -•» 



« • 



Stdlen kibea. vo ; = x v-inL »-ux • 



-^ i ^' ^ 0*. 



tcilwciBe gesdJc*5Sfe Fii^ii*. F^-^Lu^r xäT I/-.-: v-r— -i,- . ^ 
Stelleii nur dum lork •n.iii'^. ft*Tii ü** -v /'.i--' « ^*,^ r 

voo 3 den Wert x eim^fOT 



haben, d.h. wenn dk T&iic^;*rL u. i*^i i .•f.'-.,. ;-,., .- ^ .^ , 1 

auf der positiifTi Seh* ckr i-ü«: xt r,;i<j .v , - -* ^, - , , J 

paraUd geworden, wkr äa iiwviu üu* ir- >.^^: ,.. ^. ^ ,^.. 
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Axe treffen. Die Curve, welche dem ersten Falle entspricht, ci^bt 
sich aus der allgemeinen Gleichung, wenn man die Constanten X?, c 
so bestimmt, dass gleichzeitig 9) und 12) befriedigt werden. Die 
Bedingung, dass die Resultante dieser Gleichungen verschwindet, er- 
gibt alsdann die Relation: 

27^8+ 16U-* - 16.43 JkM «= 

welche aufgelöst zu den zwei Relationen führt: 

1) c* = 16ä;« 

2) ^==f ** 

Die erste Bedingung kann, wie sich im Folgenden zeigen wird, dem 
vorgelegten Falle nicht entsprechen, denn es wird unter dieser Be- 
dingung nicht nur der Nenner, sondern zugleich der Zähler von 

^ zu Null, die Tangente selber also unbestimmt, oder mehrdentig. 

Daher bleibt blos die letzte Bedingung, oder: 

c« « 3, 08Ä; 

Während also (s. Fig. 3.) die Curven, bei denen c* kleiner als dieser 
Wert ist, die Form 1), die, wo es grösser, die Form 3) haben, be- 
zeichnet 2) die Curve des Uebergangs, wo c' grade den vorstehenden 
Wert besitzt. 

Es handelt sich nun noch um einen ferneren Grenzfall, wo näm- 
lich die beiden Inflexionspunkte A^ A zusammenfallen. Dies kann 
natürlich, der Symmetrie wegen, nur in der y-Axe geschehen. Aus 
der ersten der Relat 9) folgt für a; = 

c 

woraus wiederum hervorgeht, dass nur, wenn m oberhalb der Erd- 
oberfläche liegt, dieser Fall eintreten kann, da entgegengesetzten Falls 
alle y stets grösser als c sind. Sollen diese Werte von ar, y der 
Fläche genügen, so muss, wie sich leicht aus Gl. 4) ergibt, die Be- 
dingung stattfinden: 

c«= 4ä 

Dieselbe Bedingung findet sich andererseits auch, wenn man den Fall 
untersucht, unter welchen Umständen die Gl. 4) einen isolirten Punkt 
darstellt Denn setzt man: 

dy hx _ 
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SO ergibt sich « = 0, y = yA:, welches in die Gl. 4) gesetzt, zu der- 
selben Bedingung führt Daraus folgt, dass der fragliche Punkt kein 
isolirter, sondern ein mehrfacher sein muss. In der Tat findet man, 

wenn man nach bekannter Methode die Werte von ^ in diesem 

ox 

Punkte ermittelt, dass sie real sind. Bezeichnet man dazu die linke 
Seite Ton 4) mit F(xy) und bildet die ersten und zweiten Ableitungen 
dieses Ausdrucks nach x und y, so muss, wenn zwei Tangenten im 
fraglichen Punkte stattfinden, die Relation erfüllt sein: 

d^F (dyy. B^F (dy\,3^ _ 
8y« W "^ Sxdy \dx) "^ Öx« '^ " 

wie sich auf bekannte Art findet. Diese geht im vorgelegten Falle 
ftr X « 0, y =- 2 ^^^^ ^^' 



woraus 



(dyy c^ 



2 
«0 



I"±V1 



Der fragliche Punkt (s. Fig. 4.) ist daher ein Doppelpunkt, worin 
sich die beiden Tangenten unter einem Winkel von 129^ 48' 38" 
achneiden. 

Es bildet somit in dem gedachten Falle die Curve eine Schleife, 
<ier obere Teil ist geschlossen, der untere erstreckt sich in's Unend- 

liehe ohne Wendepunkte. Beide hängen im Punkte a; = 0, y = s 

zusammen. Wird der Abstand r* == 4Ar von w überschritten,^ so reissen 
beide Teile aus einander, der obere bildet für sich eine geschlossene 
Fläche der zweiten Art, der untere eine solche der ersten, wo wie- 
derum reale Wendepunkte existiren, nur ist in diesem Falle, dem 
ersten Problem entgegen, für die Construction die Form: 

(c—y)r = k 

za wählen, weil jetzt alle Ordinaten kleiner als c sein müssen. 

Hiernach ergibt sich eine vollkommen klare Vorstellung über den 
Zusammenhang der verschiedenen Arten von Niveauflächen resp. deren 
Meridiancurven: 

1) Liegt der Punkt m im Innern der Erde, so umhüllt die Ni- 
veauflkche beide, das unendlich ferne Erdcentrum wie m selber, und 
erstreckt sich ins Unendliche, indem an zwei bestimmten Stellen der 
Sinn ihrer Krümmung sich ändert. Bewegt m sich aufwärts, so 



126 Wintgrberg: Üeber die Anziehung von Mdtsenpunkten 

n&hern sich jene Stellen, es wachsen die Mazima der Tangenten^ 
während die Fläche immer noch beide Centra umgibt, nnd sich in's 
Unendliche erstreckt. Entfernt sich m soweit, dass c* « 3,08ib wird, 
so bilden sie mit der x-Axe einen Winkel Ton 90^, and es beginnt 
sich um m eine geschlossene Fläche zu bilden. Wenn e' » 4& ge- 
worden, so schliesst sie sich yoUständig, nnd hängt mit dem ttbrigen 
Flächenteile nur in einem Punkte noch znsammen. Bei noch grössere 
Entfernung trennen sich beide Teile. 

Die Gurven, die entstehen, wenn m als abstossend gedacht wird, 
sind von denen, wo m anzieht, nicht verschieden. Liegt ein solches 
abstossendes Centram im Innern der Erde, so wird (s. Fig. 5) die 
erzeugte Curve 1) dieselbe sein wie 2), die von »», im Falle der An- 
ziehung erzeugte, wo m sich in solcher Distance befindet, dass <^>^4^ 
ist. Denn beide gehen aus derselben Gleichung unter denselben Be- 
dingungen hervor. Ebenso wird die Curve 2') der Anziehung, wobei 
TOj' im Innern der Erde liegt, dieselbe sein wie 1'), welche ein über 
der Erdoberfläche gedachtes abstossendes Centrum erzeugen würde. 

Was die Kraftlinien betrifft, so ist ihr Charakter bereits in der 
vor. Abb. als algebraische Curven dargelegt. Es ist hierbei ein Y»- 
sehen zu berichtigen, insofern dieselben nicht wie dort angegeben, 
ebenfalls vom 4ten, sondern vom 6ten Grade sind. Die zu Grunde 
gelegte Differentialgleichung lautet nämlich nach Substitution von 

welche durch Integration ergibt: 

wonach sich die weitern Resultate, wenn auch nur unwesentlich, 
modificiren. 

Hinsichtlich der praktischen Anwendungen, wo es sich um Er- 
mittelung der Constanten ifc, c aus Betrachtungen handelt, würde dem 
bereits in der ersten Abhandlung Gesagten noch Folgendes hinzuzu- 
fügen sein. 

Offenbar kann man, von einer bestimmten Niveaufläche resp. 
deren Meridian-Curve ausgehend, deren höchsten Punkt Q man als 
gegeben ansehen darf, durch praktische Beobachtungen eine Beihe 
von Punkten Q', Q" . . . der Curve dadurch bestimmen, dass man 
deren Abscissen r, von Q aus wie vorher im horizontalen Sinne ge- 
'^^hlt, sowie die in ihnen stattfindenden Lotablenkungen feststellt. 



rf«j 
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Bezeichnet man die den resp. Pnnkten Q entsprechenden Ele- 
mente mit ^2-, ^^, tge so folgt; dass man durch Beobachtung fol- 
gende Bestimmungen für die Werte eines Coordinatenpaares erhält: 



X = £Jm 



Durch zwei so gefundene Coordinatenpaare zweier Punkte Q\ tf' der 
Curre bestimmt man sodann die Constanten Xr, e mittelst der ihr ent- 
sprechenden Gleichung. Dabei ist jedoch zu bemerken, dass sich 
die yorigen Gleichungen auf Punkt m als Coordinatenursprung be- 
zogen, die durch Beobachtung gefundenen Coordinaten aber auf Punkt 
Q. Daher hat man, um sie einsetzen zu können, zuvor die Flftchen- 
gleichnng auf letzteren Punkt zu transformiren *). 

Dieselbe erhält durch die Substitution 

y = jri — y' 
die Form: 

1) Man kann der £in&chheit wegen nun zuerst annehmen, dass 
man den Grenzwert yi—yo ^^^ Ordinate, d. h. ihren Wert fttr die 
Stelle ermittelt habe, wo die LiOtablenkung beginnt, die streng ge- 
nommen im Unendlichen liegen mflsste. Bezeichnet man diesen Wert 
mit d^ SO hat man nach dem Früheren: 

c^yt—d 
k'^y^'-d 

folglich geht die obige Flächengleichung über in: 

Es seien nun ftlr einen zweiten Punkt die Coordinaten a, b ge- 
funden, so ergibt sich durch Einsetzen derselben: 

worin noch y^ zu bestimmen. 

*) la der erwähnten Abh. wurde der Maximalwert der Ordinate y, irr- 
tflmlich anstatt der Grösse 5fi— ^o *1* direct messbar angenommen. Unter 
Zogmodelegung der letzteren GrOsso modiikiren sich daher die dort gegebenen 
Relationen, wie ans dem Folgenden ersichtlich. 
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Yernachlässigt man in der Klammer links die Grösse b geg^ 
S^i, was ohne erheblichen Fehler geschehen darf, so ergibt sich: 

a(d—b) 

folglich : 

ad(d—b) 



yb(2d'-b) 

2) Wenn statt d die Coordinaten eines beliebigen andern Punkts 
bestimmt wären, so hätte man für diesen Fall die zwei Relationen: 

(^-*)*(a«+(yi-&)*) = y,*^ 

(d-by(a'^+(y, -&')*) = Vi^^ 

wo a', b' die Coordinaten des zweiten Punkts bezeichnen. 

Unter Voraussetzung derselben Approximation wie vorher, ergibt 

sich daraus: 

a(d—b) a'id—b') 

^^ '^ y&(2d— ft) ^ y6'(2rf— J') 

woraus d zu bestimmen. 

Schreibt man diese Gleichung nach Beseitigung der Wurzeln in 
der Form: 

a^'{d''b)^(d—b')'-a'^b(d^b')*(d'-b) =- a'^bdid—by-^a^'did—hy 

80 kann angenähert die linke Seite vernachlässigt werden , weil sie 
die kleinen Grössen d — b, d — b' in dritter Ordnung enthält, die 
rechte nur in zweiter. Daraus folgt der genäherte Wert von d 

a-^b'—a'-^b 
Femer ergibt sich unter dieser Voraussetzung: 

a(d-b) _ a'(d — b') aa'(b-b') 

Wenn man nun 6, b' so wenig verschieden nimmt, dass man den 
Factor von Vift' im Ausdrucke für d gleich Eins setzen, d. h. 
6 = 6'« -^hh' nehmen darf, so ergibt sich : 



aa'(b — b') 
folglich : 



^* ihb'ia—a!) 



^ ■!•■*• 



/ = 



vekliefi letixt H^^RÜar Sij. m.jt ^-t ^rur is-^m. njo. a öir 



3; HaI noii Fucr u^ it-^riu-a **-rdiUAa^ r. ^ mr ca JL;«3S( 
den IIB T**sq i^T.n* 5Lii:rn:ii^"^.j-i l.:n*tiit-Tj4:imr5:^'iLi.*i f i«e- 

Staaten. In dn-sen li.^- i**r lun. r* di* ^:*^2iy^ '!•*». nm s^ri. w 

liehe CvrTeBp€!icknnif i>^n^iT^m-n^ 

BexödiBca «, « d*t ür tt*a *rsiifL ImiC i^esraniLtia. urüssnu 
so kmt naa dem Tjnt«ri^*ft nnu^rt . 

• * m ~ *■ 



tr? = 



Ans ifiesea ba.>L •iTjtn'jtTair^a iit^r: cir^ii ELuLmiiic« tcii t: 
Der IderuB fclreiii*: W*n iia j*- ä. zu: «^se einÄSrtzt, Ik-fert mls- 

die sidi aBgeaüi>€rt k2 Ttnt^f :t 'Ä*tfärgii£ kkÖBtr Gr&ssts St«r Ori- 
Bimg sclireibea lisst: 

woianfi: 



Diesen Wert in die CvrreBg^ekivaig örfesetzt, eritili 



F* 



a^-rU^,i^ 



Durch nochmaliges EAnsf-tzen dieser Werte to« ^. y' im die 
CnTven^ichnng ergibt sich nach FartKitaftng der W«rEe^^ri«»en : 

T«l LXT. 9 
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woraus sich mit Vernachlässigung kleiner Grössen 4ter Ordnung findet: 

Bezeichnen femer a', e' die beobachteten Grössen für den zweiten 
Punkt, so hat man analog : 

Beide Relationen liefern: 

" ^""'^ ^CaHg'f—a VO 
(aV£-~a-Hg»£) 

Waren speciell die beiden Stellen so gewählt, dass die Lotablenkongen 
einander gleich, so ergibt sich Ton letzteren unabhängig: 



4) Die einfachste Bestimmung würde die sein, wobei nur eine 
Beobachtung erforderlich. Eine solche Möglichkeit ergibt sich, wenn 

man die Stelle wählt, wo -j sein Maximum erreicht In diesem Falle 

ax 

müssen wiederum die Coordinat^n auf Q als Ursprung übertragen 
werden. Durch die Substitution von y ^ y^ — y\ k^^y^d in die 
Gleichungen 9) erhält man, wenn zugleich statt rr, y' die Beobach- 
tungswerte a, b gesetzt werden: 

2a^^(y^'-2b + d)^ 

wo sf], d zu bestimmen. 

Die zweite Gleichung lässt sich schreiben: 

Betrachtet mau wieder d—b als klein gegen a, so hat man genähert: 

y, - ay2+b 
Durch Einsetzen in die erste Gleichung folgt: 
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Yernachlässigt man wiederum in der zweiten Klammer links d — b 
gegen a, so ergibt sich ans der entstehenden Relation 

(rf— 6)aV6 =• d(aV2+Ä) 
der genäherte Wert: 



rf = 



ay2(l/3 — l)~ft 1/3-1' 
somit: 

abVQ 

k = -7= 

c = ay2 7^: «= al/2 

y3— 1 

Wäre statt der Ordinate der Winkel s beobachtet, so hätte man jetzt 
zur Bestimmung der Constanten: 

2a«==(2y~c)« 

ka 



tg« 



^+y(a^+y*)' 

wozu die Gleichung der Curve: 

welche 3 Gleichungen zur Bestimmung von y, A;, c dienen. Die zweite 
und dritte ergeben, wie vorher, im entsprechenden Falle: ^ 

tg«(2y* — c^ -f a*) — a{y — c) 

woraus durch Elimination von y mittelst der ersten Relation: 

^_ ay2(l-y2t gO 

""" l + y2tgf 
somit: 

oy2 
^°i+y2tgf' 

folglich nach der dritten Relation: 

(i+y2tg6)* 

oder für kleine s: 

A;«4a«y3tge 
c = ay2 



132 Winterberg: (Jeher die Anziehung von Massenpunkten 

Die obigen Resultate wurden für den Fall abgeleitet, dass m im In- 
nern der Erde liegt und anziehend wirkt. In den Fällen, wo er ober- 
halb der Erdoberfläche sich befindet, oder wo er statt anzuziehra, 
repulsiv wirkt, modificiren sie sich natürlich. Da diese Fälle sich 
jedoch ohne Schwierigkeit aus dem Vorherigen ergeben, so soll davon 
Abstand genommen werden. 

Wenn man statt* zweier Beobachtungen deren eine ganze Reihe 
hat, so kann man nach den Principieu der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung die wahrscheinlichsten Werte von Ar, c dadurch berechnen, dasß 
man die beobachteten Coordinatenwcrte in die Gleichung der Fläche 
einsetzt, und so eine Reihe von Relationen zu ihrer Bestimmung 
erhält. 

Hat man speciell eine vom Punkte Q aus in einer Meridiancurve 
beobachtete stetige Folge von gleichen Abständen Jx und die zuge- 
hörigen Ablenkungswinkel, so kann man nach dem Tajlor'schra Satze 
daraus diejenige Curve bestimmen, welche diese Werte am genausten 
darstellt. Man hat somit als Gleichung derselben: 

wo: 

^y 

tg*"-2tgf'+tgi?-^ 
so dass die Coefficienten der vorstehenden Reihe bekannt sind. 

Bildet man andrerseits die entsprechende Reihe aus der auf Q 
bezogenen Gleichung der Curve: 

so erhält man: 

^ ~ yiiyi+d) ' 2! 4y,»(yi+rf) 4! + • • * 

Bleibt man beim zweiten Gliede stehen, so ergibt der Vergleich mit 
der vorherigen Reihe die zur Bestimmung der Constanten yj, d er- 
forderlichen Relationen. Bezeichnet man: 

^^y f. 





^y 




/Ix 


so ergibt sich: 
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a = 



ß 






woraus hervorgeht, dass a, ß kleine Grössen im Vergleich zu y^^ d 
sind. Setzt man den aus der ersten Relation folgenden Wert Ton d 
in die zweite, so erhält man: 

^ßy,^ = «d - «yi)* (3(1 - ay^Y^ aW 

oder, wenn man setzt: 

3« = «V+ß3(l +«»)«) 

Vernachlässigt man rechts az gegen die Einheit, was zulässig, da « 
klein, so folgt: 



v^ 



3o 



+ Aß 
folglii^h: 



1+ 






'Vz 



6a 



3« 

2/1= ' ** ""'" 



somit nach der ersten Relation: 



3«» 

«8-1- 4|j 3a» 



-i/.n 



+ 4jJ 



woiuns : 



■KG 



3« Y 



Wäre it, d statt aus zwei, ans einer ganzen Reihe von Relationen 
gebildet, welche sich durch die Hinzunahme der Glieder höherer Ord- 
nung in den beiden Reihen fUr y ergeben, so würden, nachdem die 
so erhaltenen wahrscheinlichsten Werte k^^ d^ in die zweite jener 
Reihen substituirt und zugleich für «, y die beobachteten Wortpaare 
eingeführt worden, die so erhaltenen Relationen Identitäten ergeben i 
oder, die Reihe auf Null gebracht, müsste identisch verschwinden. 
Die Abweichungen davon dienen daher als Massstab der Beurteilung 
ob die gemachte Annahme, die Beobachtungen durch einen Massen- 
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paukt ZU erklären, zulässig oder nicht. — Im Vorhergehenden wurde 
ToraoEgesetzt, dass die Beobachtungen im Meridian gemacht seien, 
worin das Centrum gelten. Entgegengesetzten Falls modificiren sidi, 
dem Frühem gemäss, die Resultate nur unwesentlich und kann daher 
von diesen Fällen hier Abstand genommen werden. 



§ 2. 

Die im vorigen § unter Voraussetzung eines unendlich grossen 
Abstandes beider Centra abgeleiteten Resultate genflgen fftr die in 
Rede stehenden Probleme vollkommen. In andern praktischen Fällen, 
wo es sich nicht um den Einfluss der Localattraction, sondern der 
allgemeinen, d. h. durch die ungleiche Verteilung von Land und Wasser 
auf der Erdoberfläche erzeugten Attraction handelt, oder auch bei 
der Ermittelung der durch die Anziehung des Mondes erzeugten Ver- 
änderung der Niveaufläche des Meeres — wenn von der Bewegung 
abgesehen wird — kann der Abstand a nicht als unendlich voraus- 
gesetzt werden. Alsdann bestände der nächste Orad von Annäherung 
darin, die Erde als kugelförmig zu betrachten, welche Annahme im 
Folgenden zu Grunde gelegt werden soll. 

Im Wesentlichen zeigt sich der Charakter der auf diese Art ent- 
stehenden Flächen mit dem der vorherigen flboreinstimmend, und nur 
in sofern verschieden, als jetzt keine oo fernen Elemente mehr vor- 
kommen. Es entstehen daher in diesem Falle zwei wesentlich ver- 
schiedene Gruppen, jenachdem die Fläche beide Centra, oder nur eins 
umgibt Auch hier genügt es, da die Flächen Rotationsflächen sind, 
die Meridian-Curven zu untersuchen. 

Man betrachte zuerst den Fall der Anziehung, wo beide Punkte 
im Abstand 2a von einander liegen, und wo die Fläche beide um- 
gibt, oder, um auf das Frühere zurück zukommen, sei M die Masse 
der Erde im Mittelpunkt, m die eines ablenkenden Centrums im In- 
nern der Erde. Bezeichnet man 

M '^ 

so kann die Gleichung der Niveaufläche in der Form geschrieben 
werden : 

1) U^-1 

WO p, r die bezüglichen Abstände eines beliebigen Punkts der Fläche 
von M resp. m, R eine beliebige Constante bezeichnet. Legt man 
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den Coordinatenarsprung in M, und bezeichnet q> den Winkel des 
RadinsTectors q mit der positiven x-Axe Mm^ so hat man als Glei- 
chung der Corve: 

2) 1 I __ ^ _ L 

9 y4a*+p* — 4aQ cos q> ^ 



WO das positive Wurzelzeichen zu nehmen. Denn da die Fläche beide 
Centra umgibt, so werden an den Stellen, wo x = 2acosq> grösser 
als 2a ist, die x-Gomponenten beider Punkte mit gleichen, da wo 
a; •< 2a, mit entgegengesetzten Vorzeichen erhalten, wie es sein muss. 

Um den Znsammenhang der Constanten a, i?, k mit den die Fläche 
bestimmenden geometrischen Grössen zu erkennen, führe man, wie 
vorher, die Axenabschnitte r^, rg der Abscissenaxe ein, so erhält man 
aus 2), wenn tp resp. = 0® und 180^ gesetzt wird: 

1 , k 1 

Tj "^ rj — 2o R 

3) 

1 k 1 

Man könnte auch noch den Abschnitt r^ der y-Axe für <p = 90^ be- 
stimmen, was jedoch hier ohne Bedeutung. — Die Grösse R ist, wie 
man ans 1) ersieht, der Radius der Kugel, in welche die Fläche 
flbergeht, wenn m = wird. 

Die Relationen 3) genügen, die Axenabschnitte r,, r^ eindeutig 
für ein bestimmtes Problem durch die Constanten a, iZ, k zu be- 
stimmen. Um auch das Umgekehrte zu erkennen, dass letztere sich 
eindeutig durch die die Curve bestimmenden geometrischen Grössen 
ausdrücken, verlege man den Anfangspunkt der Coordinaten in die 
Mitte von Mm. Man erhält alsdann, wenn r',, r'^ die resp. Axen- 
abschnitte, von der Mitte aus, und ro' den Abschnitt der Ordinate 
im Mittelpunkt bezeichnet, aus 1) die Relationen: 

1 . ifc 1 



4) 




1 k 


"R 
1 




r'a — a' r'i-\-a 


R 






r'o'+a* = Ä»(l+fc)« 


Eliminirt 


man 


darin R and bezeichnet 

1—k 




10 erhält 


man: 


l+i~* 
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logm =16.45313 
logm' -^17.23128» 

1. Um hiomacb zanftchst die Höhenantei 
der MeridiaD-Cnrve und deneo der Krcisperi 
Erdradins zu bestimmen, k&nn man sich der, 
Herrn Braus gegebenen Formel bedieuen, die, 
Fall angewandt, ergibt: 



vo h—h' den geancbten Hfihennntersciiied der 
Kngel, £ die mittlere Erddichte bexeichnet F 



r, = yo»-f Ä*— SaÄcoan 
r, — y'a* + k'' + 2aRc<iBip 

den Wkl. v vom Nordpol ans gerechnet Dnrcl 
TOD q» im Intervalle von 5 iD 5" erb&lt man tii < 
die folgende Tabelle: 



• 


&— A' 


_^ 


A— / 


IT 


+ 43-41 


96 


— 125-; 


5 


- - 34-26 


100 


-138- 


10 


4- 14-67 


106 


—142- 


15 


— 5-27 


110 


-152- 


20 


- 21-60 


115 


-164-1 


25 


- 34-49 


120 


—178- 


30 


— 44-79 


126 


-194- 


35 


- 53-22 


130 


-212- 


40 


— 60-32 


135 


-235- 


46 


- 66-72 


140 


-262- 


50 


— 7249 


145 


-296- 


55 


- 77-93 


150 


-339- 


60 


-- 83-19 


155 


—395-' 


66 


— 88-42 


160 


-465 


70 


- 93-75 


166 


-661- 


76 


— 99-27 


170 


-677- 


80 


-105-07 


175 


-794-1 


85 


—111-28 


180 


—848- 


90 


-117-99 







Man ersieht daraus, dass der HObennntcrs 
180<', nnd dass zwischen 10 und 15", vom Nordj 
die Niveaafl&che sich dorchschncidcn. Ferner e 
halb der Breitengrade vom 35ten bis 36** n. Br. 



tnsbesondere mit Rücksicht auf die Lotatörungen. 
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Gradmessaogsgebiet entsprechen, soweit dies unter obiger Yorans- 
setzung möglich, die Abweichungen die Grösse von 78*^ nicht ttber- 
schreiten. 

n Berechnet man ebenso die Lotablenkungen nach den be- 
kannten Formeln, wie sie u. A. Ton Pratt, Figure of the Earth S. 109. 
gegeben, und welche sich im yorliegenden Falle folgendermassen 
modificirt: 



smc 



3a siny /m^ , m^\ 

"~ 2RnK Vi» V/ 



80 ergibt sich nachstehende Tabelle: 






1 


4 




8 





(f'-QO 


95 


5"-75 


5 


13 -31 


100 


6 -38 


10 


15 -40 


105 


7 -20 


15 


13 -56 


110 


8 13 


20 


10 78 


115 


9 -30 


25 


8 -66 


120 


10 -83 


30 


6 -89 


125 


12 -78 


35 


5 74 


130 


15 16 


40 


4 •% 


135 


18 -35 


45 


4 -39 


140 


22 -46 


50 


4 -09 


145 


28 12 


55 


3 -93 


150 


35 -92 


60 


3 -90! 


155 


46 -70 


65 


3 -95 1 


160 


61 -18 


70 


4 10 


165 


78 -75 


75 


4 -22 


170 


91 -46 


80 


4 -45 


175 


73 -07 


85 


4 77 


180 


-00 


90 


5 -21 







Die Lotablenkung wächst also zuerst von 0^ bis zwischen 10 und 15^ 
ond nimmt nachher ab bis zu einem Winkel zwischen 65 und 70^ 
Sodann steigt sie wieder bis zu einem Winkel zwischen 165 und 170^ 
und erreicht, von da abnehmend, bei 180^ wieder den Wert 0. In- 
nerhalb der ftir das europäische Gradmessungsgebiet in Frage kom- 
menden Grenzen überschreitet sie die Grösse von 7" nicht. 

lU. Bezeichnet y ^^^ Schwere der Erdkugel, g die der Niveau- 
fläche, und zwar erstere bezogen auf einen Punkt P, senkrecht über 
dem Punkte Q, auf welchen sich g bezieht, so wird die Differenz 
g-'f nach der Formel des Herrn Bruns dargestellt, die sich hier 
folgendermassen modificirt: 



g—Y 



(R — a cos (p)m^ (/?-{- oco8y)fi4 

•»3 «»-S 
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Will man die Schwere beidemale auf denselben Ponkt Q bezogen 
haben, so hat man wie a. a. 0. angegeben, den Unterschied k ~ 

zu y hinzuzufügen, positiv oder negativ, jenachdem A^O ist Die 

erste der beiden folgenden Tabellen enthält demgem&ss die Differenz 
g — Y ^lein, die zweite denselben Unterschied nnter Hinznnahme der 

dy 

letztgenannten Aenderung. Der Ausdruck -^ ergibt sich zufolge 
des Ausdrucks y = — ö^ » woraus 



dR 



3 



7 

R 






9 y 


1 




9 Y 





1.^ 







H 


[-14824 


95 


— 1837 


o: H 


hl3815 


95 


-. 


h 1077 


5 




-11936 


100 


— 2001 


5 


- 


-11140 


100 


— 


- 1102 


10 




- 7427 


105 


2198 


10 




- 7089 


105 


- 


- 1117 


15 N 


- 4071 


110 


— 2430 


i 15 




- 3948 


110 


— 


- 1125 


20 - 


- 2130 


115 


— 2713 


; 20 


- 


- 2632 


115 


+ 1115 


25 




- 1014 


120 


— 3044 


25 


- 


- 1815 


120 


- 


- 1100 


30 




- 236 


125 


— 3479 


30 


- 


- 1277 


125 


- 


- 1034 


35 — 85 


130 


— 4159 


35 


- 


- 1152 


130 


— 


- 790 


40 


375 


135 


- 4935 


40 


- 


- 1029 


135 


- 


- 538 


45 


586 


140 


— 6060 


45 


^ 


- 964 


140 


— 


- 50 


50 


— 750 


145 


— 7590 


50 




- 935 


145 


— 690 


55 


— 886 


150 


—10010 


55 


^ 


- 926 


150 


- 2093 


60 


— 1020 


155 


—13924 


60 




- 914 


155 


— 4740 


65 


— 1115 


160 


—20554 


65 


- 


- 941 


160 


— 7504 


70 


— 1220 


165 


—32274 


70 


- 


- 959 


165 


—19224 


75 


- 1327 


170 


— 5J482 


75 


- 


- 981 


170 


—36731 


80 


- 1437 


175 


—77484 


80 


- 


- 1006 


175 


—59024 


85 


- 1555 


180 


—96164 


85 


- 


- 1032 


180 


—76440 


90 




- 1687 ! 






90 


— 


- 1056 









Die Zahlen der Iteu Tabelle zeigen eine regelmässige Abnahme von 
0® bis 180, die der letztern eine periodische Abnahme von bis 60**, 
dann eine Zunahme bis ppt. zu 110^ bis 115^ und von da wiederum 
eine Abnahme bis 180^. Für die in Frage kommenden Teile bezüg- 
lich des europäischen Gradmessuugsgebiets ergeben sich im ersterea 
Falle Unterschiede zwischen 85 — 886*", im letzteren sind sie relf^v 
grösser und varüren zwischen ppt. 1152—741**. 

lY. Von Interesse für das Nivellement ist noch die Aenderung 
der Krümmung, insofern davon die Correcturen abhängen, welche 
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DMD dsR beobachteten Werten hinznznfDgen hat. Biese Aendernng 
irigt die folgende Tabelle, welche die Krflmraungsradien enthält. 

Ans den Formeln des Herrn Bnios leitet man fllr den ErOm- 
miingBradins 9 im vorliegenden Falle leicht die Formel ab 
»_y i J—Y 

wo p' der VerändemDg des Krflmmangsradins entspricht, der sich durch 
das hinzu kommendo Potential 



ei^bt, nnd sich demnach dem vorigeo g znfolge ans der for den 
EiUmmnngsradins der ihm entsprechenden Niveaafläcbe leicht abzu- 
leitenden Formel findet: 









l2iR,nita*ü'sillV/'% ''■l^ 



r,V 



-l^ 



Aach hier konnte man, um beide Radien g, R anf denselben Poukt 
Q zu beziehen, zn p noch die vorher berechneten Höhenunterschiede 
Jh~A' hinzufügen, was jedoch im Folgenden unterblieben ist, da die 
unterschiede nnr gering sein können. 

Han erbalt demnach die folgende Tabelle für logp: 



'^ 


logp 


" 


log* 





6-80704 


% 


6-80812 


5 


6-80794 


10(1 


6-80812 


10 


6-80804 


10f> 


6-80812 


lf> 


6-80809 


110 


6-80812 


%) 


680811 


llf. 


6-80812 


«5 


680812 


imi 


680812 


•A) 


6'80812 


125 


680812 


:-«> 


6-80812 


130 


6-80813 


41» 


6-80812 


1H5 


6-80813 


"Ift 


6-80812 


140 


6-80814 


Wl 


6-80812 


14f> 


6-80814 


hf> 


6-80813 


IWI 


6-80816 


m 


680813 


155 


6-80818 


fih 


6-80817 


160 


6-80823 


VI) 


6-80818 


1«ft 


6-80833 


7.S 


680814 


170 


6-80854 


HO 


6-80814 


17ft 


6-80891 


W 


6-80813 


IHO 


6-80903 


90 


6-80813 
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Daraus ersieht man, dass die Aenderang der KrOmmang im Allge- 
meinen nnr aebr gering bleibt, von bis gegen 80^ stetig abnimmt, 
von da wieder wächst bis 130^ und schliesslich bis zu 180® wieder 
abnimmt Die Aendemngen logi», soweit sie sich auf die Ar die 
europäische Gradmessung in Betracht kommenden Teile beziehen, 
zeigen sich erst in der 5ten Decimalstelle. 

Im Allgemeinen kann man daher aus dem Vorherigen das Re- 
sultat ziehen, dass der Einfluss der durch die ungleiche Massenver- 
teilung nach den Polen hin bezflglich der Punkte des Meridians er- 
zeugten Ablenkung nur gering ist im Vergleich zu der, bezüglich der 
Punkte des Aequators oder der Parallelkreise. 
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vm. 

Ueber den geometrischen Ort des Centrums 

der Collineation zwischen einer Nichtregelfläche 

zweiter Ordnung und einem System von 

Kugelflächen. 

Von 

Wenzel Jeribek, 

FroffSflor an der Landes- Obcrrealschule in Teltsch. 



Darch nachfolgende Betrachtungen wollen wir den geometrischen 
Ort aller jener Collineationscentra bestimmen, von welchen ans ein 
System von Kugelflächen bei bestimmter Lage der Collineationsebene 
nach den Gesetzen der räumlichen Centralcollineation aus einer Nicht- 
regelflftche zweiter Ordnung abgeleitet werden kann. 

Zu diesem Zwecke sei /, /' die reelle Axe eines zweischaligen 
Hyperboloids (Fig. 1.), oder die grösste Axe eines elliptischen Ellip- 
soids (Fig. 2.), oder die Axe eines elliptischen Paraboloids (Fig. 3.). 

Irgend eine zu den genannten Axen senkrecht gelegte Ebene E 

schneidet jede dieser Flächen nach einer Ellipse £, und wenn wir 

jenen Hauptschnitt ff^ welcher in der Ebene E^ liegt, die durch /, 
f und die kleinere Axe der erwähnten Ellipse bestimmt ist, der Ein- 
&chheit wegen in bestimmter Projectionsebene M liegend annehmen, 

— was durch die Gonstrnction des Kegelschnittes H (Fig. 1, 2, 3) 
in der Bildebene ersichtlich gemacht werden kann — , so ist es mög- 
lich jene zwei Stellungen von Ebenen zu bestimmen, welche die Nicht- 
ig:?, n 
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regelfläche zweiter Ordnung F nach Kreisen schneiden. Man erhält 
nämlich zwei solche Kreisschnitte als Dnrchdringangscnrven der ge- 
gebenen Fläche F mit einer Kogelfläche K^ welche die Fläche F in 
den Scheiteln der grösseren Axe der erwähnten Ellipse E bar&hrt 
Ist also E^ eine derartige Ebene, und schneidet sie die Fläche F 

nach einem Kreise und die Ebene 3f ^ £t des Hanptschnittee H 
in der Geraden mn, so projicirt sich orthogonal der Kreisschnitt auf 
die Ebene 3f, — da dessen Ebene auf der Ebene M senkrecht steht 

— , als die Strecke mn der Spur mn. Wenn wir im Mittelpunkte n 

des Kreisschnittes eine Senkrechte uo' auf die Ebene £, errichten, 
so kann ein beliebiger Punkt o* dieser Senkrechten als Mittelpunkt 

einer Kugel F* betrachtet werden, welche durch den Kreisschnitt 

hindurchgeht Die Flächen /\ ^* sind bekanntlich collineare Flä- 
chen in perspectivischer Lage für die Ebene E^ als CoUineationsebene 

und die Scheitel c und c^ jener Berübrungskegelflächen B^ i^j, welche 

beiden Flächen F, F' umschrieben sind, als Collineationscentra, 

Aus dem Umstände, dass der Mittelpunkt o' der Kugel F* sich in 

der Ebene M des Hauptschnittes befindet, folgt, dass die Kugel F* 

Ton dieser Ebene M nach einem Kreise K\ und die Berührnngs- 

kegelflächen B^ B^ von derselben Ebene M in zwei Paaren von Er- 
zeugenden geschnitten werden, die als gemeinschaftliche Tangenten 

der Curveu K und A"' erscheinen. Da aber die Curven K^ K' sich 
in zwei reellen Punkten m und n schneiden, so werden sie von zwei 
reellen und zwei imaginären gemeinschaftlichen Tangenten berührt. 
Die Schnittpunkte c und c^ sowohl der reellen, als auch der imagi- 
nären Tangentenpaare sind reell und bilden die Scheitel c und c^ der 

obenangeführten Berührungskegel B, B^, Aus dem Vorigen ist auch 

ersichtlich, dass die Curven Ä, K' als collineare Curven in perspec- 
tivischer Lage angesehen werden können, und zwar für die Spur mn 
als Collineationsaxe und für die Punkte c und c^ als Collineations- 
centra. 

Um nun die Construction der Punkte c, e^ von der Bestimmung 

der gemeinschaftlichen Tangentenpaare der Curven AT, K' unabhängig 
zu machen, — was namentlich in dem Falle von Wichtigkeit ist, in 
welchem das imaginäre Tangentenpaar nicht graphisch construirbar 
ist — , bestimmen wir zuerst die Pole p und />' der Geraden mn be- 
züglich der Kegelschnitte K und K'. Die Pole/», p' erscheinen dann 
als zwei entsprechende Punkte jener ebenen und collinearen Systeme, 
welche sich in perspectivischer Lage befinden und denen die Curven 



% 
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iT, K* als entsprechende Curvcn angehören. Die Verbindungslinie der 
homologen Punkte p, p' muss also beide Colli neationscentra c und 
€^ enthalten. Die Lage der Punkte c und c^ im CoUineationsstrahle 

pp* kann man etwa dadurch erhalten, dass man zuerst die Punkte 

X, x' bestimmt, in welchen die Senkrechte up' die Kreislinie K^ 
trifft, und dann jene Punkte v, v^ ermittelt, in denen die zur Senk- 
rechten up' collinear verwandte Gerade wp den Kegelschnitt Tc 
schneidet. Da aber die Punkte x, x' den Punkten v, v^ doppelt als 
collinear verwandte Punkte zugewiesen werden können, so ist leicht 

ersichtlich, dass die Verbindungslinien vx^ v^x* sich im Punkte c^ und 
die Verbindungslinien vx\ v^x im Punkte c^ schneiden müssen. 

Durch ähnliche Untersuchungen könnte mau für jede Kugelfläche, 

die ihren Mittelpunkt auf der Senkrechten uo' hat und durch den 
Kreisschnitt hindurchgeht, ein Paar von Punkten c und Cj bestimmen, 
woraus folgt, dass der Gesammtheit aller solcher Kugelflächen eine 

Gesammtheit von Kreisen K' [Kreisbüschel (K')j und eine Gesammt- 
heit von Punkten c, cj, folglich eine Curve C entspricht. Es ist auch 
femer klar, dass die Collineationscentra c und c^, also auch die Curve 

C in der £bene M de& Hauptschnittes K sich befinden. 

Denkt man sich in den Berührungskegel B, der das CoUinea- 
tionscentrum c zum Scheitel hat, und welcher den Flächen F, F' 
umschrieben ist, eine andere Kugelflächo F" eingeschrieben, so wird 

F" von der genannten Kegelfläche S nach einem Kreise, und F nach 
einem Kegelschnitte berührt. Die Berührungscurven werden sich in 
zwei Punkten schneiden, welche reell und verschieden, oder zusam- 
menfallend, oder endlich imaginär sein können. Wenn wir z. B. an- 
nehmen, dass die Punkte reell sind, so werden sich die Flächen F, 
F" in diesen, und zwar nur in diesen Punkten berühren. In Folge 

dessen werden F, F" nach zwei Kreisen einander schneiden, und die 
£bene E^ des einen Kreises wird zur Ebene E^ parallel laufen. Es 

ist auch weiter klar, dass die Flächen Fj F" für den Punkt c als 
CoUineationscentrum und für die Ebene E^ als Collineationsebene 
ebenfalls als collineare Flächen in perspectivischer Lage angesehen 
werden können, und dass also zur constructiven Bestimmung der Curve 

C eine beliebige Kreisschnittsebene angenommen werden kann. In 
Fig. 2. haben wir die Collineationsebene durch den Mittelpunkt a des 
Ellipsoids gelegt. 

2. Nun wollen wir beweisen, dass die Curve C ein Kegel- 
schnitt ist. 
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Da der Ereisbüscbel (k')^ dessen reelle Mittelpunkte die Punkte 
m, n sind, nnd welcher uns zur constmctiven Bestimmung der Punkte- 
paare (c, C|) und somit der Curve C gedient bat, die Senkredite 

uo'^ R in einer involutorischen Punktreihe R *) schneidet, in wel- 
cher die Punktepaare (x, x*) einander involutorisch entsprechen, so 

mflssen die Punktreihen R ^ (xyu ...), Ä'^ (a;'yVao---)» aus denen 

die involutorische Reihe J^ zusammengesetzt ist, projectiirisch sein. 

Die Strahlenbüschel v, v^ **), welche die Punkte {c) **♦), d. h. einen 

Kegelschnitt C erzeugen, sind aber beziehungsweise Scheine der pro- 

jectiyischen Reihen R^ R', sie müssen daher auch untereinander pro- 

jectivisch sein und einen Kegelschnitt C, welcher durch die Punkte 
V, v^ hindurchgeht, erzeugen. 

Dass die Strahlenbüschel vj, v, welche gegen die projectivischen 

Reihen Ä, Ä' resp. perspectivisch liegen und welche die Punkte (c,), 

also einen mit C identischen Kegelschnitt C^, erzeugen, kann wie folgt 
bewiesen werden. 

Weil der Strahl w^ durch den Punkt u (Centralpunkt der in- 

velutoriscben Reihe R) hindurchgeht, welcher mit dem unendlich fer- 
nen Punkte tt'oo des Trägers R ein entsprechendes Punktepaar u, 

u'(X) der involutorischen Reihe R bildet, so werden dem gemeinsamen 
Strahle Wj in den Strahlenbüscheln v(«yM...), vi(a;V**'oo--)? ^™ 
auch in den projectivischen Büscheln v^ixt/u.,,)^ Ka^V«*'x--)» die- 
selben Strahlen wa'oo» Vl^'cc^ welche zum Träger R parallel laufen, 
entsprechen; und diese werden beide Kegelschnitte C, C\ in den 

Punkten v, v^ berühren. Beide Kegelschnitte C', C\ erscheinen somit 
durch die Punkte v, rj, durch ihre Tangenten F, V und durch die- 
selbe involutorische Reihe R vollkommen bestimmt, sie müssen also 
identisch sein. 

Im Vorangehenden haben wir gesehen, dass die Curven K und 



*) Darch das Symbol R bezeichnen wir eine involntorische Punktreibe, 
welche aus den Fnnktreihen R, R'y deren Träger R, R' sind, sntammenge- 
setzt ist. 

•*) Durch das Symbol v, bezeichnen wir einen Strahlonbüschel , dessen 
Mittelpunkt v ist. 

♦♦*) Unter (C) wird die Gesammtheit aller Punkte de« Kegelschnittes C 
verstanden, welche dieselbe Bedeutung haben wie der Punkt c. 
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C zwei Punkte r, v^ gemeinschaftlich haben, and dass die Tangenten 

r, r, des Kegelschnittes C in den Punkten », t?j zum Träger R 
parallel sind. Wenn wir beachten, dass die Polare des Punktes p in 

Bezug auf den Kegelschnitt K die Secante mn ist, so sehen wir, dass 
der Btrahl w^, welcher den Punkt p mit dem Mittelpunkte u seiner 
Polaren mn verbindet, ein Durchmesser des Kegelschnittes K ist, und 
dass also die Tangenten der Curve Tc in den Endpunkten des Durch- 
messers twi zu mn parallel sind. Nehmen wir auf die gewonnenen 
Resultate Rücksicht und darauf, dass R senkrecht steht auf mn, so 
können wir folgenden Satz aufstellen: Die Tangenten der Curve C 
bilden mit den zugehörigen Tangenten der Curve K in den Punkten 

ü, r, rechte Winkel, d. h. die Curven ^ und C schneiden sich in den 
Punkten v, rj rechtwinklig und haben denselben Mittelpunkt. 

3. Wir wollen nun die Bedingungen aufstellen, unter welchen 

der Kegelschnitt C sich als eine Ellipse, eine Hyperbel oder eine 
Parabel ergibt. 

Man kann bekanntlich nur solche Nichtregelflächen zweiter Ord- 
nung affin auf einander beziehen, welche derselben Gattung angehören 
(z. 6. zwei Ellipsoide, zwei einfache Hyperboloide, zwei elliptische 
Paraboloide u. s. w.); es existirt also in dem Falle, wenn die Fläche 

/• ein Hyperboloid ist (Fig. 1.), keine Kugel, welche dem Hyper- 
boloide, sowie auch kein Kreis, welcher dem Hauptschnitte K affin 
zugewiesen werden könnte. Hieraus erhellt, dass in den projectivi- 

sehen Büscheln v, v^ kein Paar von parallelen und entsprechenden 

Strahlen zum Vorschein kommt, und dass die Curve 6; weil sie keinen 
unendlich fernen Punkt besitzt, eine Ellipse ist. 

Ist die gegebene Fläche ein Ellipsoid (Fig. 2.), und beschreibt 
man in demselben mit der mittleren Halbaxe als Radius eine concen- 
trische Kugel, so wird dieselbe von der Ebene M des Hauptschnittes 

K nach einem Kreise K*' vom Durchmesser mn geschnitten. Der 

Kreis -AT", welcher dem Kreisbttschel (K') angehört, wird noch von 

dem geometrischen Orte um'qo der Kugelmittelpunkte (o') in zwei 
Punkten v\ t?i' getroffen, welche mit den Punkten v, t?, verbunden, 

zwei Paare von parallelen und entsprechenden Strahlen w\ v^v^'\ 

pt/, v^v' der Strahlenbüschel t?, v^ liefern. Man sieht hieraus, dass 
nach den Gesetzen der perspectivischen Affinität aus dem Ellipsoide 

eine und nur eine Kugel, und aus der Ellipse K ein und nur ein Kreis 

K^ abgeleitet werden kann, und dass die Strahlen w\ v^v' die 
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Affinitätsrichtangen sind. Der Kegelschnitt C hat also zwei unend- 
lich ferne Punkte und ist eine Hyperbel. Die (reraden Dj, D^', 
welche wir durch den Mittelpunkt s parallel zu den Affinitätsrich- 
tungen w\ v^v' legen, sind Asymptoten der Hyperbel C 

Ist endlich die gegebene Fläche ein Paraboloid, und betrachtet 
man die Kreisschnittsebene E^ als eine Kugelfläche und die Spur mn 
als einen Kreis vom unendlich grossen Halbmesser, so wird mn die 
Punktreihe R in den Punkten u, U(X) schneiden. Da nun der Durch- 
messer vvjQQ durch den Mittelpunkt der Parabel K d. h. durch den 
unendlich fernen Punkt ihrer Axe hindurchgeht, so ergibt sich, dass 

nur die Strahlen vu^ v^^ parallel sein können, und dass die Conre 
C eine Parabel ist. 

4. Es ist wert zu erwähnen, dass die Strahlenbüschel v(a;yuu'oo-)) 
v^iac'y'u' ao •••) auf der unendlich fernen Geraden der Ebene der Curve 

K zwei projectivische Punktreihen (x^ y^o «*qo **'» -h («'ao y^ao «*'qo «qo ••) 
erzeugen, folglich ist (araoyoo'*ao«*'ao) = (*'aoyao'«*'oo«*ao)5^"*dxaoa;'aD» 
yooy'oo? «*ao**'ao bilden eine Involution. Die Doppelpunkte dieser 
Involution sind unendlich ferne Punkte des Kegelschnittes C, und 
man hat daher in Fig. 1. zwei imaginäre, in Fig. 2. zwei reelle und 
verschiedene, und in Fig. 3. zwei zusammenfallende Doppelpunkte. 
Projiciren wir die Involution xooä'oo, 3^00^005 ^<X)^'<x> z.B. aus dem 
Mittelpunkte s der Strecke twj, d. h. verschieben wir die Strahlen- 

bttschel V, v^ parallel zu sich selbst, bis ihre Mittelpunkte v, v^ mit 
dem Halbirungspunkte s zusammenfallen, so erhalten wir eine Strah- 
leninvolution, deren Doppelstrahlen die unendlich fernen Punkte der 

Curve C projiciren und daher Asymptoten dieser Curve sind. 

5. Betrachten wir vt?, cc^ als ein der Curve C eingeschriebenes 
Viereck und die Tangenten in den Punkten v, »j, c, c^ als ein der- 
selben Curve umschriebenes Vierseit, so sehen wir, dass das Diago- 
naldreieck pxx^ des Viereckes zugleich ein Diagonaldreiseit des be- 
treffenden Vierseits ist, und dass der Schnittpunkt u'ao der Tangenten 
F, Fl und der Schnittpunkt o' der Tangenten co\ 0^0' auf der Dia- 
gonalseite XX* liegen muss. Es ist bekannt, dass die so erhaltenen 
Punkte xx'o'Wcß harmonische Punkte sind, und da der letztere Punkt 
m'oo ini Unendlichen liegt, so muss o* die Strecke xx* ^ d. h. den 
Durchmesser der Kreislinie K' halbiren. Es gelten somit folgende 
Sätze: a) Die Tangenten des Kegelschnittes C in den Punkten c, c^ 
schneiden sich im Mittelpunkte o' jener Kugel ?", welche die colli- 
near Verwandte ist der gegebenen Fläche F für die Punkte c, c^ als 
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CoUineationscentra und für die Kroisschnittsebeno £"2 als Collineatioos- 
ebene, b) Die Tangenten des Kegelschnittes C in den Punkten c, c^ 
schneiden sich im Mittelpunkte o' jener Kreislinie lt\ welche die 
coUinear Verwandte ist des Kegelschnittes K für die Punkte <?, c^ 
als CoUineationscentra und für die gemeinschaftliche Secante mn der 
Curven 5, if' als Collineationsaxe. 

6. Es bleibt uns noch übrig zu beweisen, dass die Curven K 
und C confocal sind. 

Wir wissen, dass jede Kreislinie K^ , welche durch zwei Punkte 

m, n eines Kegelschnittes K hindurchgeht und in der Ebene desselben 
liegt, denselben noch in weiteren Punkten ?%, n^ schneidet, und dass 
die Verbindungslinie solcher Punkte von constanter Richtung ist. Im 

KreisbOschel (k') existiren zwei Kreislinien, die den Kegelschnitt 5" 
in den Punkten «, t^ berühren. Die Tangenten dieser Punkte sind 

parallel zu m^n^. Die Kreislinie, welche den Kegelschnitt im Punkt 

t berührt, wenn wir ä, und die Kreislinie, welche den Kegelschnitt 

im Punkte t' berührt, nennen wir ^v *)• Wir können beweisen, dass 

die Punkte ^, ^^ auch dem Kegelschnitte C angehören. Zu dem Zwecke 
erinnern wir uns, dass die Kreislinien Kt^ Kv^ welche den Kegel- 
schnitt K in den Punkten «, t^ berühren, auf der Curve K zwei wei- 
tere Punkte bestimmen, deren Verbindungslinien offenbar mit der 

Geraden mn sowohl der Lage als auch der Richtung nach überein- 
stimmen; da aber die Tangenten der Curve K in den Punkten v, v^ 
dieselbe Richtung haben wie mn^ so können wir zwei Kreislinien con- 

stroiren, die den Kegelschnitt K in den Punkten t und v oder v^ be- 
rühren. Dasselbe bezieht sich auch auf den Punkt ^. Hieraus folgt, 
dass die Punkte w^tt^ symmetrisch zu den Axen des Kegelschnittes 

K liegen und ein Rechteck bilden , d. h. einer Kreislinie angehören, 

die ihren Mittelpunkt im Centrum der Curve C hat. Es seien r und 

r' die Schnittpunkte der Kreislinie Kt mit dem geometrischen Orte 

utt'oo ^^^ Kugelmittelpunkte {o')\ dann halbiren die Punkte r und r' 

den auf Kt bestimmten :Bogen mn. Die Kreislinie Kt schneidet die 

Curve K in den Punkten m, n und berührt dieselbe im Punkte t\ 
nach einem bekannten Satze über die Kegelschnitte bilden die Ge- 
raden mt und nt mit den Axen der Curve Tc gleiche Winkel. Die 



*) In Fig. 1. ist bloss die Kreislinie Kt gezeichnet. 
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Seiten des Rechteckes w^ »| sind aber parsdlel zn diesen Axen, folg- 
lich halbiren die Geraden vt^ v^t die Winkel der (Geraden nd^ ni^ nnd 

deshalb werden die ersteren zwei Geraden die Kreislinie Kt in j^en 
Punkten schneiden, die den Kreisbogen mn halbiren, also in den 
Punkten r und r\ Es ist also der Punkt t der Schnittpunkt der 

Geraden vr und v^^ und somit ein Punkt der Curre C. Dasselbe 
gilt vom Punkte t\ 

Die Kegelschnitte K und C schneiden sich in den Eckpunkte 
des Rechteckes w^u^^ folglich sind sie coaxial, und da sie sich, wie 
wir schon früher gezeigt haben, in den Punkten p, v^ rechtwinklig 
durchschneiden, so werden sie sich auch in den Punkten e, ^ recht- 
winklig schneiden, und beide Kegelschnitte müssen also confocal sein. 
Wir können also folgende Resultate aussprechen: 

a) Der geometrische Ort der Collineationscentra (c, c^) zwischen 
einer Nichtregelfläche zweiter Ordnung F und einem System von 
Kugelflächen (F'), die durch einen Kreisschnitt der Fläche hindurdn 
gehen, ist ein zum Hauptschnitte K confocaler Kegelschnitt C*). 

b) Der geometrische Ort der Collineationscentra (e, Cj) zwischen 
einem Kegelschnitte K und einem System von Kreisen (k') ist ein 
zum Kegelschnitte K confocaler Kegelschnitt C. 

7. Die confocalen Kegelschnitte JT und C führen uns zur be- 
kannten Axenconstruction der Ellipse, von welcher zwei conjugirte 

Durchmesser mw, w^ (Fig. 2.) gegeben sind. 

Zu dem Zwecke fällen wir von dem Punkte t?, eine Senkrechte 

auf den Durchmesser mn, und tragen auf diese Senkrechte vom Punkte 

t?i aus beiderseits die Hälfte des Durchmessers mn. Die Verbindungs- 
linien der so erhaltenen Punkte y^ ö mit dem Mittelpunkte s sind 

Asymptoten der Hyperbel C. Denn aus den congrucnten Dreiecken 

l^vsv' und ^ v^sö ergibt sich Wkl. w^s = Wkl. sdv^ ± h. aö\\ m\ 
Ebenso hat man aus der Congruenz der Dreiecke ^v^v's und A«»i«yi 

Wkl. v^Y« = r^v'«, folglich sy 1 ^'^i- Wenn wir uns die Halbirungs- 
geraden der Winkel ösy (18(y^— d«y) construiren, so sind uns dadurch 

die Axen von K der Lage nach gegeben. Dabei wollen wir als be- 
kannt voraussetzen, dass parallele Gerade, welche wir durch »j zu 

den Axen «a, sb führen, die Asymptoten in zwei Punkten ß und a 

schneiden, und dass «a, sß die Längen der Halbaxen «a, «6 sind. 

•) Dr. W. Fiedler, Darstellende Geometrie, erste Auflage pag. 892. 



^ 
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8. Die gewoonenen Resultate kann man auch bei der directen 
Axenbestimmung der Central-Projection eines Kreises verwerten. 

Es sei mn (Fig. 4) das Bild der centralen Projection des zur 

Bildebene (Projectionsobene) parallelen Dnrchmesser mo^o eines cen- 
tral zu i^ojicirendeu Kreises , welcber auf einer gegen die Bildebene 
beliebig geneigten Ebene 5, F' liegt. S sei die Spur und F' die 
Fluchtlinie dieser Ebene; ferner sei c' der Centralpunkt (Haupt- 
punkt), c*{c) die Distanz und c die ümlegung des Projectionscentrums 
um die Fluchtlinie F' in die Bildebene. Zur Bestimmung der Axen 
der centralen Kreisprojcction, denken wir uns die Ebene des Kreises 

am jenen Durchmesser 7?io*»o? ^^^ seine centrale Projection in mn hat, 
in eine zur Bildebene parallele Lage gedreht, und construiren nun 

die centrale Projection K' des gedrehten Kreises. Es wird sofort 

in die Augen fallen, dass K und K' als collineare Curven in per- 

spectivischer Lage betrachtet werden können, und dass mn die Col- 
lineationsaxe und c das Collineationscentrum ist. Man wird auch 
nach den oben angeführten Ergebnissen ohne weiteres erkennen, dass 

e auf einer zum Bilde K confocalen Hyperbel C liegt *) — weil 

sich zwischen K und K' ähnliche Verhältnisse ergeben wie in Fig. 2. 

— und dass das Bild K von der Hyperbel C in jenen Punkten v, v^ 
rechtwinklig geschnitten wird, welche Central-Projectionen der End- 
punkte des zur Bildebene senkrecht stehenden Durchmessers sind. 

Dass u€ die Curve C im Punkte c berührt, ist auch klar. Wenn wir 

die Asymptoten Dj, D^' der Hyperbel C construiren, so sind wir 

auch im Stande die Axen des Kreisbildes K sowohl der Lage, als 
auch der Länge nach zu bestimmen. Zur Bestimmung der Asymptoten 

D^, Dl denken wir uns die Strahlenbüschel v, i?i, welche die Curvc 

C erzeugen, parallel zu sich selbst verschoben, bis ihre Mittelpunkte 
f, t?i zusammenfallen. Dadurch erhalten wir, wie bekannt, (Art. 4.) 

eine Strahleninvolution #7 welche durch zwei einander entsprechende 
Strahlenpaare su^ und «wj' (su^^) (ux')\ sxi(8Xi) (vx') und sx^'isx^^ || v^x') 
vollkommen bestimmt ist. Die Doppelstrahlen D^ und i^j' (Asym- 
ptoten der Curve C) der Strahleninvolution 7 kann man mit Hilfe 
eines beliebigen durch s hindurchgelegten Kreises bestimmen. Die 
Strahlenpaare ^, ^su^*-^ «a-j, sx/ schneiden nämlich diesen Kreis in 
den einander entsprechenden Punkten Wj, %'; xj, x^' einer Punkt- 
involution, welche durch die Strahleninvolution 7 auf dem Hilfskreise 



•) In der Figur 4. ist die Hyperbel C nicht gezeichnet. 
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bestimmt wird. Die Doppelpunkte ri,, ti^' dieser Panktinvolntion er- 
halten wir entweder mit Hilfe der iDTolntionsaxe 2 oder des In- 
volutionscentmm c. Im ersten Falle constmiren wir die Schnitt- 



punkte J und fj der Geraden t*i«i, u^'x^ und der Greraden u^x^", 

u^*x^ und verbinden dieselben durch die Involutionsaxe S. Die 
Schnittpunkte d^ und €2,' der Axe Z mit dem üilfskreise sind Dop- 
pelpunkte der im Kreise bestimmten Punktinvolution und die Ver- 
bindungslinien des Punktes « mit den Doppelpunkten c^, d^' sind die 
gesuchten Doppelstrahlen jD^, D^'. Die Doppelpunkte c^, d^* hätte 
man wohl auch erhalten können, wenn man durch das Involutions- 
centrum 6 zum Hilfskreise Tangenten gelegt und die Berührungspunkte 
derselben bestimmt hätte. Das Centrum a ist der Schnittpunkt der 

Geraden tijUi', ^i^i'- Halbiren wir den Winkel und Nebenwinkel 

zwischen den Asymptoten D^ und D^\ so erhalten wir die Axen #a 

und 8b der Lage nach. Die Längen der Halbaxen sa ^ su^ $b ^ tß 

findet man wie in Fig. 2. mit Hilfe der Geraden v^a^ v^ß^ welche 

parallel zu «&, sa gezogen werden und die Geraden i>,, D^ in den 
Punkten er, ß treffen. Es sei nebenbei bemerkt, dass, wenn man vom 
Mittelpunkte des Hilfskreises auf die Involutionsaxe £ eine Senk- 
rechte fällt, dieselbe durch das Involutionscentrum a hindurchgeht 
und den Hilfskreis in den Punkten r, r^ schneidet, welche mit dem 
Punkte 8 durch gerade Linien verbunden, auch die Axen des Kegel- 
schnittes K der Lage nach liefern; denn «r, sr* sind entsprechende 

rechtwinklige Strahlen des involutorischen Strahlenbüschels 7. 

In Fig. 5. ist auch der Fall behandelt, wenn das Bild des Kreises 
eine Parabel wird. 

Es wurde der Brennpunkt / dieser Parabel als Schnittpunkt der 

Kreise JTj, JT,, welche den Dreiecken ^12e' und ^1'2'c' umschrieben 

sind, bestimmt Dass die Kreise K^^ K^ durch den Brennpunkt/ 
hindurchgehen müssen, ergibt sich daraus, dass die Seiten der Drei- 
ecke AI 2c' und A1'2V', welchen sie umschrieben sind, aus den 

Tangenten der Parabel C und der Parabel K gebildet sind. 

Zu Ende dieser kleinen Mitteilung wollen wir nur nebenbei be- 
merken, dass derselben die Lösung der Aufgabe „es soll der geome- 
trische Ort des Projectionscentrums bestimmt werden, aus welchen 
ein Kegelschnitt auf eine gegebene Ebene als ein Kreis sich pro- 
jicirt'S si<^^ naturgemäss anschliesst. Da wir dieses Problem schon 
an einem anderen Orte besprochen haben, so wollen wir hier davon 
absehen und erlauben uns den geneigten Leser dahin zu verweisen*). 



*) Archiv mathematikj a fysiky. II. Band pag. 104. 
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IX. 



D^veloppement en s^rie entiere de 



(i+o^r 



Par 

P. Appell. 



I. Seit a nne constante Imaginaire qnelconque, x une variable 

1 

X 

imaginaire; la fonction (\-^ax) prend, pour chaque valenr de x 
aatre qn* nne valenr commensurable, nne infinite de valenrs que Ton 
peat d^finir par le Pidentit^ 

I- -Log(l+a«) 

(1) (1+eix) =6 

Parmi tontes les valenrs de Log(l-f oo;), je consid^re senlement celle 
qni se r^nit ä qnand x tend vers 0; 

(2) Log(l + aa;) =• ax— ,^ x* + ^ x^ — ... 



La fonction (1 -|- ax) que d^finit alors l'identit^ (1) est d^veloppable 
en nne s^rie ordonn^e par rapport anx pnissances positives crois- 
saotes de x et convergente ponr tontes les valenrs de x dont le modnle 

est moindre qne le modnle de -• On pent calcnler antant de ter- 

mes de cette s^rie qne Ton vent, de la fa^on snivante. Rempla^ons 
dans (1) Log(l-f'<>^) ponr le d6veloppement (2), nons avons 
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1 a» a* , a* , 

d'oü 

(3) e-d + ox)' = 1- J*x4-a»(^+?)x«_a*Q+?+^)x»+... 

D'uDe maniöre g^n^rale le coofficient Ap de ( — Vpxp sera de la forme 

(4) Ap = oP+KP, +Aa+ . . . PiKii»-*) 

Pi, A • • • ^/» ^^^^ ^®8 coefficients nQm^riqaes. On peut 6tablir une 
formulo r^currente permettant de calculer chacan de ces coefficients 
Ap k l'aide da pr^c^dent, A cet cffet, ^crivons 

i 

X 

«-«(l + ox) = ^0— A*+ ...+(— l)Mpaf?4- ..., 

puls preuons les d^riv^es des deax membres par rapport ä o. Nons 
avous 

u \ 

cn appelaot Ap )a d6riy6e de Ap par rapport ä a. La relation pre- 
c^dente peut s'^crire 

c-«(l + ax) = 2;(— l)P^pa:i' + Z{— \)PAp'xP 
et en mnltipliaut les deax membres par (l-|-ax) 

d'oü, en ^galant les coefficients de xP dans les deux membres: 

(5) Ap' = a(^p-i+^p-i') 

a 
Ap = a^p—i -|- / (a — l)-<4p-i£ia 

et Ton a ainsi Texpression de Ap ao fonction de Ap-\, 

IL L'cxpression (4) da coefficient Ap est intimement li^e ä 
Texpression de la somme des prodaits diff^rents des n premiers en- 
tiers p k p. Seit Sp{n) cette somme. On a 
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5^n)«1.2+1.3 + .., + l.n \ 

+2.3+... +2.« f , ^ n . «—21 

+(n— l),n / 

et ainsi de suite. Or, Toici le th^or^me quo je me propose de d6- 
montrer: 

L'expression de la somme Sp(n) est 

(n+lWn-l)...(n-i>+l)[Pi + P,(n-p)+P8(n~;>)(n-|i-l)+... 

+ Pp(n-p)(n-p-.l) ... {n^2p+2)l 

lescoefficients ^tantpr^cis^ment ceux qui entrent daus 
Texpression (4) du coefficient Ap. 

Poor d^montrer ce th^or^me, je vais d'abord faire voir quo 
S,{n) est an polyndme en n du degr^ 2p divisible par le produit 
(ii-f-l)n(n — l)...(n— J9+1), en montrant que si cette propositiou est 
Traie ponr Sp^i(n)^ eile le sera poar 8p{n)\ alors, comme la proposi- 
tion est vraie pour &i(n)^ eile le sera qnel que seit p. On a 6vi- 
demment 

(6) SpM « nSp^i(fi — 1) + 8p{n - 1) 

d'oü il rdsulte ddjä que, si Sp^i(n) est un polyndme en n de degr^ 
2{p—l)^ Sp(n) sera de degr^ 2p. Maintenant dans les deux membres 
de ridentit^ (6) Caisons n ^ p et remarqnous qne , d'apr^ la d^fini- 
tion de S,(n)^ on a 

8p(p)^ 1.2,.. p, 

8p^i(p^l) = 1.2...(p--l); 
noQS obtenons 

done d^jä Sg^») cet dirisible par (n—p-f-l). FaisoDi ensaite, ömm 
(6), A =^ p— 1, et rappeloDS nons qne 

Sp^i(p-2) = 0; 
nons obtenoBs 

doBc 8,1*) est difisiUe par ^«^ p-f 2;. Ob eonthmerz de eeUe 
£kob , et OB BOBtrera qse S/m) est dfruibk; pgur \a ffroduH 
U+IH« — !)--'•— p+U Cowtme d^^Qlemn H,j(n) tM ^ n dm 
deigr§ 2p, ob pobttb Umymn nettre cette fowtk/s v>tt« la fe^nwsr 
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(7) Spin) « (n+l)n(n-l)...(n-p4-l)[A'+A'(«-p) 
+ /'s'(n~p)(n-p~l)4- ... +/»-l>)(t»-p-l)...(n-2p+2)] 

les coefficients P' 6taut ind^pendants de n. Et alors, pour d^montrer 
le th^ordme qae j'ai en vae, il ne me reste plus qn' k d^montrer que 

Pj « Pj, Pf "^ Ft^ ... Pp = Pf- 



Poar cela, sopposonsa; r6el, et d^Yeloppant {l-^ax) par la formale 
da binöme 

1 
(l+ox) =l+a+-j-2-a*H j-^-^ a» + . . . 

(l-x)(l-2x)...(l-nx) 
^ 1.2...(n+l) '^ ^^••* 

Si on ordonne ce d^veloppement par rapport aux puissances crois- 
santes de x, on a 

1 

X 11=00 SAn\ »•=* Sm(n\ 

Or si, dans le terme g6n6ral de |ce d^veloppement, on remplace Sf{n) 
par 8oa expression (7), on voit qoe 

H=p 1.2. ..(w + l) ' ^=0 1.2...W ' * „=o 1.2... n 

M=aD ^M 

== e«(P/-f-P/a+ . . . Pp'aP-l) 

On trouve, de cette fa^on, pour le coefficieut de ( — l)Pa^ dans le 

1 

X 

d^veloppement de c-''(l+««) » le polynöme 

Comme ce coefficient doit dtre identiqne ä celni d^ja troav6 (4), il 
faut 

Pj = Pj, P, = Pjj, ... Pji = Pp ; 

ce qni d^montre le th^or^me. 
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Gomme application da th^or^me, noas pouvons donner, par ex- 
emple, Texpression de 8^(n) d^daite du coefficient de x^ dans le d6- 
veloppement (3): 

«/ . , . .V , .x/ ..vfl . «—3 , (n— 3)(n — 4)1 
S^(n) = (n+lMn- 1) (n-2)|^j + -^ h '^ ^g "J 

OD bien 

n»(n+l)»(n--l)(n-~ 2) 
ösC«) -= 43 = i^i W^iC*»— 2) 

m. II est ä remarquer que la somme 

des coefficients qui figurent daDS le polynöme (4) et dans Texpression 

de Sp{n\ a pour limitc - quand p croit ind^finiment. Pour le d6- 

montrer posons 

Ft + P2 + --^+Pp-Bp, 

et dans le d6veloppement (3) faisons a <= 1 et remplagons x par 
— X. Nous avons 

_ 1 

-(1 — ar) '^BQ + BiX + ,.,+BpxP+... 
Multiplions les deux membres par (1— «), 

\a-x) ' ^ Bo + {B,'^B^)x+ ,.,+(Bp--'Bp^l)xP+ ... 

Lorsque x tend vers Tunit^ eu croissaut, le premier membre a poar 
limite -; la s6rie du second membre doit donc rester convergente 

pour x «s 1 et avoir pour somme -. Or, si Ton fait x» 1, la somme 
des p Premiers termes du second membre est Bp] il faut donc que 
Bp ait pour limite - pour p infini. Ce qui d^montre la proposition. 
Ainsl Ton a 

B, = h ^t-i+i = ii, i^8=-i+*+A«H, etc. 
nombres qoi se rapprochent visiblemeit de -• 
Dijon 6. Janvier 1880. 
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X. 



Excentrischer Kugelsector. 



Von 

R. Hoppe. 



Wird eine Kagel von 3 Ebenen geschnitten, die sich in einem 
innern Pankte schneiden, so teilt sich die Kugel in 8 excentriscbe 
dreiseitige Sectoren. Die Inhaltsberechnung eines solches Sectors hat 
zuerst Grelle gegeben, erklärtermassen aber nur als ein Beispiel, dass 
eine von Natur einfache Aufgabe der Lösung viele Verwickelungen 
und Umständlichkeiten entgegenstellen kann. Ich möchte umgekehrt 
der anscheinend gar nicht sehr einfachen Aufgabe, da sie 9 unab- 
hängig gegebene Linienverhältnisse einführt, für sich als einer der 
allgemeinsten, der Anwendung in der Praxis nahe stehenden elemen- 
taren Eörperberechnungen eine hinreichende Bedeutung zuschreiben, 
dass auch weitere Beschäftigung mit ihr von Interesse ist. Die fol- 
gende Lösung soll ein Versuch sein, einer wirklichen Bewältigung 
des Resultats und der Herleitung näher zu kommen, und die An- 
reihung zu weitern Versuchen der Vereinfachung geben. 

Der Sector wird eingeschlossen von einem sphärischen Kreis- 
bogendreieck ABC und 3 excentrischen Kreissectoren, seinen Seiten, 
jede Seite wieder durch einen Bogen eines nicht grössten Kreises 
und 2 Gorade, die Kanten des Kugelsectors, welche in dessen Spitze 
E zusammenlaufen. Zieht man durch E einen Kugeldurchmesser und 
legt 3 Ebenen durch ihn und einzeln durch A^ B, C, so stellt sich 
S als algebraische Summe dreier excentrischer Kugelsectoren mit dem 
Durchmesser als gemeinsamer Kante dar, und zwar sind alle 3 posi- 
tiv, oder 1 oder 2 negativ zu nehmen, jenachdem der Durchmesser 



fe 
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durch S selbst oder durch einen anstossenden oder Scheitelsector 
geht Hiermit ist die Aufgabe auf die zurückgeführt, den Inhalt eines 
excentrischen Kugelsectors S^ zu finden, dessen eine Kante ein Stück 
eines Durchmessers ist, der also nur eine beliebig gegebene Seite 
BEC hat, die beiden andern sind Sectoren grösster Kreise BED und 
CED, (Hierzu die Figur). 

Als Element des Sectors S^ betrachten wir den Keil zwischen 
den durch ED gelegten 2 Ebenen, welche mit der Ebene BED die 
Winkel tp und tp-^-dg) bilden. Die Schnittfigur der erstem sei PED. 
Bekanntlich ist ein unendlich dünner Keil gleich dem Product aus dem 
statischen Moment einer Seite in Bezug auf die scharfe Kante und 
dem unendlich kleinen Flächenwiukel. Sei also MN die vom Bogen 
PD und von PE begrenzte variabele Parallele mit DE im Abstände 
f von DE'y dann ist der Keil 



dSi=d(p r 



MNrdr 



Bezeichnet F den Mittelpunkt der Kugel, t/; den Winkel PFD^ e die 
Strecke FE positiv nach D hin, und setzt man den Kugelradius — 1, 
so ist die obere Integralgrenze r = simf;, und 



3fiV=yi — r« — e — 



cost/; — e 



r 



smtf; 
daher nach Ausführung der ersten Integration: 

35, « -| (1 _ cos ^— ^ 8in«if>) (1) 

Die Gleichung der Seitenebene BEC sei 

(«— «)cosa+(ycos/J+2sin/3)8ina:= (2) 

wo FD zur X Axe, FDB zur xy Ebene genommen ist Der Punkt 
P liegt auf dieser, auf der Schnittebene 

und auf der Kugelfläche 

Ausserdem ist bekannt 

X = cosi/; 

Eliminirt man zwischen diesen 4 Gleichungen x^ y^ »^ so bleibt: 

costi; — e 
cos(g)— /5) = . •; , cot« (3) 

TtU LXV. 12 
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Ferner sei H der Pol des Engelschnitte Bl 
derselben Seite mit D. Da hiemacb Fff norii 
ist, so innss ein Lot EG, auf der Ebene DFH en 
SEC feilen, also FG eine Seite des Kegels se 
schreibt, wenn P auf dem Bogen BC fortrilckt, l 

Wkl. HFP = HFQ = y 

ausserdem erkennt man, da EG senkrecht auf £ 

EF 



cos EFG - 



FG 



ist Daher hat man in dem bei D rechtwinklige 
eck ODH die Relation 

coaff/f — cosDffcosDff 

Der Contriwinkel zu i?// ist aber der erste Rieht 
male der Ebene (2), also = a; demnach ist Gl. 



Nach Feststellung dieser Relation betrachten 
Dreieck J'DH, dessen Seiton 

DH—a, HP=Yi PD = % 

sind, nnd dessen entsprechende Winkel sein mö{ 
DPH = (•, HDP = V, PHD • 
Dann bat man folgende Relationen: 

COS^ = COSRCOS}'-(-Siui(Sin}'CO: 

cosv — cosacosil» 
sin )> "^ sin ij* 

Vermöge der Relation (5) lässt sieb Gl. (3) : 



Mv-P) 



COBCCOS^ — COSJ' 
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n Gl. (7) und (6), BO kommt: 

. . - cosycoBK' — cos« 

BlDUEim'^ 

difiBin^ =- S%siaa&myiya% 
:irt giebt, mit Anwendung von Gl. (8): 



+ flop = 3v = 07 — , , , 



cosj-coBic — cos« 

Gl. (1) aber in 

MycoB,C-coB«)(j:p^-0 
— ecoBtl) eosa + co8r\ 

1. (6) 
-C08<lCOSy-{-siDasill}'COB2 



jl. (9) erhält man durch DifferentmUon: 

sinx °^ 8m((i+v) 
isJon durch Gl. (13): 



tg^»«^^3(,*+v) 



Scos»-^ 
Sff^ + v) _ _ atf+v) (, , , 

„ Of — y W-t-y"^ COSR-f-COSy ' 

2cos-^ 008-^*^ ' ' 

ä im letzten, den Wert (6) im erBten Term von (12) 
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SSi « ±i{9xcOfiyy 1^^— |8ina8inycoB3tj+8(fi+v)} 

Der untern and obern Integralgrenze entsprechend, wo P bzhw. in 
B und C fällt , seien ^, ^, v durch 1 und 2 Accente unterschieden-, 
dann wird 

St - ±Hcosy [^^^|^(f-xO- IsinasinKsin/'-sinx')] 

+ft"— /+v"— v'} (15) 

Die % haben ihren gemeinsamen Scheitel im Pole H^ sind also 
gleich den Ton ihren Schenkeln HBy HC einerseits, HD andrerseits 
begrenzten Aequatorbogen, die wiederum zu den Bogen des Parallel- 
kreises BC im Verbal tniss 1: siny stehen. Schneidet HD über D 
hinaus verlängert BC in JT, so ist 

^B „ KC ,. - BC ,.^. 

y' = • 1 «• ; 7 — y «=» (16) 

^ siny' * siny * ^ siny ^ 

Die V haben ihren gemeinsamen Scheitel in Z>; ihre Differenz ist 

v"— v' = BDC (17) 

Die fi sind Complemente eines innern und eines äussern Winkels 
des Dreiecks BDC, also jedenfalls 

± (f*"— i^*) = DBC+DCB - 2R (18) 

Die Vorzeichen bestimmen sich durch specielle Einführung. Für 
e = 0, wo cos y « 0, wird BC ein Normalbogen, und 

5, -= ÜBDC+ DBC+ DCB — 2R) 

Hiermit sind die Vorzeichen von (17) und (18) entschieden, und man 
hat: 

Si = I BDC+DBC+DCB - 2R 

, [ 3 — cos'y ,,^ . . . BC KLl) 

+ cos y-iT": — -BC—esmasmysinTr-z — cos-^: — > 
-^ '[ 2smy ' 28my smyj) 

wo L die Mitte des Bogens BC bezeichnet. 

Femer lassen wir D mit H zusammenfallen, dann verhält sich /Sj 
zu einem Eugelsegment wie Wkl. BDC:4tB^ und man hat; 

St = iBZ>C(2— 3cosy+cos3y) 

was mit unserm Ausdruck fdr unteres Zeichen stimmt. 
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Addiit man jetzt die 3 analogen Teilsectoren, so erhält man für 
den ganzen Sector EABCz 

Ä =- K^ + ^+ ^— 2R) (19) 

. _ /3--coB*y . . . w ^ \ 

— i£cosy\—er-' — ^m — esinasiny sinsr^ — cos-: — I 
' '\ 28my ' 2smy siny/ 

wo A, i?, C die inncrn Winkel des Bogendreiecks, m eine Seite des- 
selben, nnd l das Stück des Parallelkreises m zwischen der darauf 
sphärisch projidrten Centralprojection der Spitze und der Mitte des 
Bogens m bezeichnet; y und a waren erklärt als die sphärischen Ab- 
stände des Bogens m und der Centralprojection der Spitze vom Pole 
des Bogens m. 

Zum Schluss soll noch auf den Fall eines gleichseitigen Sectors 
Anwendung gemacht werden. Einen solchen erhält man, indem man 
a auf allen 3 Seiten gleich setzt und für ß die Werte 0, ^R, |R 
wählt Die Gleichungen der Seitenebenen werden dann: 

(BEC) (aj — 6)C0ta+y = J 

{Zi} 2(.-e)cot«-,±«y3»0 ( <^> 

Je 2 derselben bestimmen mit der Eugelgleichung verbunden die 
Coordinaten einer Ecke -4, B^ C: für -0, C findet man : 

psina+4«C08*a . p — esina ,^^^ 

* = -T+3^»r-' y°- l+8co8»« '^'"' (21) 

, ff — «sin« , 

wo zur Abkürzung 

p8= l + (3— 4e«)cos«a 

gesetzt ist. Die Coordinaten des Poles H von BC sind: 

Ä = C08a; y « sin«; 2 = 

Durch By C einzeln, durch H und durch den Mittelpunkt legen wir 

die Ebenen 

oic+Äyiic» ■= 
dann ist 

1 — «* C08*a+ eg sin a 
a«-sina, Ä = cos«, c= (i_^a)y3co8a 

Sie bilden den Winkel BHC oder dessen Nebenwinkel; daher ist 

± cos BHC = ^t^^,^^ = Y+7^ 
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Da nun die Stellungen beider Ebenen symmetrisch zur xy Eb^e be- 
stimmt sind, so dass die eine bei einer Drehung längs BC bis zur 
andern in entgegengesetzter Stellung in die andere gelangt, so ist nur 
das untere Zeichen gültig, und man hat: 

i%^ = \ oder (22) 

m (1 — g')-/ 3costt 

^2sin y ^ 1 — «^cos^a+^^sina 
woraus 

m yScosa Q — esina 

2 sin y sin y 1 + 3 cos*a 

Femer ist einer der innem Bogendreieckswinkel zu berechnen, 
etwa BAC. Die x sind für A^ JS, C gemeinsam, also nach (21) be- 
kannt; nach den gleichzeitig geltenden 2 letzten Gl. (20) ist für ^ 

2{x — «)cota = y; a =» 
also 

psina+4«cos*a ^ p — «sin« ^ ,^«, 

x= ^ . ' j ; y = 2~V-ö 5-C08a: a«0 (23) 

l+3c08*a ' ^ l+3cos*a ' ^ ' 

daher wird die Kugel in A berührt von der Ebene: 

a;(psina-f-4«cos*a)+2y(p — «sinflf)cosa =r l+Scos*« (24) 

Diese schneidet die 2 Ebenen CEA und AEB in den Tangenten an 
AC und AB^ den Schenkeln des gesuchten Winkels. Zur Verein- 
fachung verlegen wir die Ebenen in ihrer Stellung nach dem Mittel- 
punkt; dann haben wir in Vertretung der 3 Gleichungen (24) (20): 

a;(psina+4«cos*a)+2y(p — 6sina)cosa = 
2fl;cota — y:±;ay3 = 

Hieraus findet man als Durchschnittslinien: 



t €%/ ' \ 1, ' t ä • f l-4-3co8*ff 

a « — 2(p— €sma)cosa; b* « psina-f-4c COS*«; c' « q \^ . — 

Diese bilden den Winkel BAC^ so dass 



und da 
so folgt: 



cos BAU = ^TiqiyqT^ 

a'«-f5'» = (l+3cosM* 



Bopptx ExctnlTWcktT KugtUtcttr. 



Eudlicli ist noch zu bemerkon, dass, weil DH dorcli die Mitte 
TOD BC gebt, ^ => oder = 2R ist Führt man die gefundenen Werte 
in Gl. (19) ein, wo die 3 Terme der Summe einander gleich sind, ao 
erhalt man: 

S-2aPcte^^-!R 

, , , (1 — e*)y3cOBtt 
- coBrt3-co8'y)arctg .in^^^^^in«. 

+ iV^'co ^ y 3 sin o cos V (26) 

Für ein anendlicb kleines m muBS S in eine Pyramide von der 
Höhe 1 — e flbei^ehen, also 



werden. Hier differirt a anendlich wenig von 1 Rechten. Sei also 
=> R — { ; dann wird bis zn 2. Potenz Ton c, 

( 1+2(1 — .'Isin'i 

"»*« yäSi - "•« V3 

-J+^(l-.')sin'. 

In den Übrigen Teilen des Aasdrucks (26) braucht man nur die 
Hanptwertfi 

sin«^ sin}' = p = 1; cos« = sin«; C0B7 — esini 

elnzoftbren. Nach Ol. (25) stehen aber m und sine in der Relation: 

m = 2-i/3a — elBint 
Demnach wird 



fo die 3 Teile des Ans« 
sondert stehen. Es ist 
keine andern sein kOnm 
FolgUch gilt Gl. (26) d 
schwindet Der erste vi 
an abnimmt, erst bei a 
der dritte nnr bei « ^ 
convexe Dreiecke BAC 
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Hiervon kann man auf die allg^aieine Formel (19) Anwendung 
machen, indem man zur Beurteilung der Vorzeichen der 3 algebnd- 
schen Terme — die der übrigen sind bereits entschieden — vom 
gleichseitigen Sector ausgeht, hier K auf der bezOglichen Dreiecks- 
seite nimmt und dann die Seitenebenen mit Vermeidung des Durchgangs 
durch DH ^ stetig bis in die gegebene Lage verschiebt Ist ein 
Dff — gegeben, so ist der betreffende Term nulL 

Geht der Sector durch Zusammenfallen zwei^ Sdten in einen 
zweiseitigen über, und man nimmt das willkürliche E in der Mitte 
der Sehne , so wird u4 » B, C » 2B, 2^0, die Summe hat nur 2 
Olieder, sonst bleibt alles ungeändert. 

Die angewandten Relationen sind auch ausreichend um die 9 In- 
tegrale zu berechnen, durch welche der Schwerpunkt, die Trägheits- 
momente und die Hauptträgheitsaxen bestimmt werden. Diese ent- 
halten ausser rationalen Functionen von sin %^ cos % nur die Kreisbogen 
«^, X und fi-f-v, zwischen den angegebenen Grenzen, und zwarfi-fv 
nur mit numerischen Coefficienten, so dass daraus wie im Ausdruck 
von S die Winkelsumme des Bogendreiecks ABC hervorgeht 

Was bei der Ausführung hinzukommt ist zunächst, dass man von 
dem Ereissectorschnitt MN auf dessen Element dx zurückgehen mnss. 
Statt r kann man einfacher sint/;' schreiben und t^' von bis tp 
variiren lassen, so dass t^ nach Einsetzung der obem Grenze seinen 
bisherigen Wert hat. Die Grenzen der x sind dann , entsprechend 
den Punkten N und M: 

, costj; — « ^ ^ , 

e H : — : — sin i|>\ cos \p 

Die 2 ersten Integrationen, nach x und nach ^' sind leicht zu voll- 
ziehen, und man findet, nach Reduction der Coordinaten des Elements 

y — sint/;'cos9, z « sint/^'sin^ 
folgende Ausdrücke: (28) 

X « / xdSi « ^ya^ sin V(3 --«*-- 2e cos ^) 

Y ^ j ydSi =* Ä y 8g>C0S9{3i/;— sint(;(3co8if; + 2csinV)} 

Z '^ j zdS^ =- A / 8g>8in9{3i/; — 8ini(;(3cost/;-f 2esinV)} 

Xi « Jx^BSi = ^ y 8g)j4(l— cos^t/;)— csin*1/;(«H-26C0sV^f 3C08**)} 
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Tt^^/tf^dS^^^J 8g)C08V{8(l— cost/;)— 8in«i(;(4cosi|)+3c8inV)l 
j2i=r / z^dSi — ^ / 3g)8in»gö{8(l— cos*)— sin«i|;(4cosi(;+3€sm«if;)} 

2^« / yaSjSi =» ^ /398in<jpcos<)o{8(l-co8ip)--8in^t/;(4cos*+3«smV)} 

y, a= / «c3/Sf| =* TJ*iy / 39>8in98iiiV(4 — e*— 3«co8t;;) 

Z^*^ I xydSi = ^ / S9C0S98inV(4 — 6*— 3«C08t/;) 

wo 9 von bis Wkl. -BDC variirt. Nur in Y und Z ist eine vor- 
gäDgige partielle Integration nach ^ notwendig; bei ^^9 ^s würde 
eine solche ein Umweg sein. Man hat vielmehr jetzt dg) sin V i^&ch 
Gl. (11) nnd dipsini/; nach Gl. (10) durch d% auszudrücken, cos<p 
und 8in9> gemäss der Relation 

g) = i3±v+2R 

in f und v aufzulösen, cosv und sinv nach 61. (7) (8) in rf) und % 
darzustellen. Hier tritt l-j-cost/; in 1. und 2. Potenz als Nenner 
auf. Es sind zunächst alle cos i/; aus den Zählern durch algebraische 
Division zu entfernen. Alle Terme ohne diesen Nenner lassen sich 
nach GL (6) in % darstellen und ergeben ausser % keinen Arcus. Es 
bleiben dann nur die weitem Integrale: 

l + cosip* J (1 + cost/;)«' J (1+costp)* 

Das letzte ist rational in cosx, das erste bekannt durch Gl. (14)-, 
zur Reduction des zweiten auf das erste findet num durch Differen- 
tiation: 

- sin« sin y sin X ( l+^cos^a (l4"g)^cos*tt \ ^ 
1+cosv^ ^\ l+cosij; "" (1+C081/;)* )^ 

Es mag genügen, die Resultate der Form nach aufzustellen, sie sind: 

^ - Az+(^2+^8 cos x) sin X 

Y^ jt^8iny+-44XCOS/3+(^5+-<^6COSx+-47COS*x)cos/J8inx 
— {A^-^Ä^ cos x+-4,o C08*%) sin ß cos x 

Z = — 1^ cos 9 +-44X sin /? + (-45 +-46 cos X + -47 cos^X) sin /? sin X 

+ (^8 + ^9 cos X + ^10 cos»3() cos ß cos X 

-^i-*^^+AiaL+(^»+A3Cosx+-4j4COs2x)sinj( 
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Yi = (-^« + ^30 cos x+ Ai C08»x) sin /Jsin % 

+ (-^8« + -^33 cos X + A^ C08*X) cos /3 COS ^ 

Z^ =» (-4j9 + il8oC08X + -43iCOS*J[)COS/58inx 

— (^88 + ^38 cos Z + -4s4 COS^^) Siü /3 COS X 

Da hier die iDtegralgrenzen noch nicht eingesetzt sind, so lassen sich 
die Constanten Coefficienten durch Differentiation and Identificinmg 
mit den za integrirenden Ausdrücken (28) bestimmen. Nach Bin- 
Setzung der Grenzen wird 

t;;8in9 = DC . sin^DC 
^cos^) = Z>C . cos BDC-- DB 

BC 
* siny 
1^4 +v = BDC+DBC+DCB'-'2B. 

funct. (x) = funct. { ;t— ) — funct. ( -j— ) 

daher, wenn wie oben 

m=rBC\ l-=^i(KC+KB) 
gesetzt wird, 

sin X = 2 siutt-; — cos -: — 
^ 2siny siny 

. m 21 



sm X cos X = sm ;t— cos ;r— - 
^ '^ smy smy 

sinvcos^x *= ism jr-i — cos -: hism « -: — cos -. — 

* '*' * 2siny siny ' * 28iny siny 

cosx =» — 2sin o~ — sin-T 
'^ 2sinv 81 



siny 



Exctnlriäcktr Kitgthtctor. 



, 3m , 3i 

\a7r-. — 8in-i — 
2SII17 aay 



2A-a.y ainy 



>BC08*JiJC 



! iat DOch die Summe ttber die 3 Teil- 
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XI. 



Relations entre les lignes trigonom^triques 
des angles d'un triangle. 



Par 

Georges Dostor. 



1. Objet de eette note. Les relations, qoi existent entre les 
lignes trigonom^triques de trois angles, dont la somme est 6gale i 
deux angles droits, sont utilcs ä connaitre. Ces formales, qoi expri- 
ment chacune nne propri^t^ particuliöre du triangle, permettent son- 
vent d'op^rer de notables r^ductions dans les calcols, et proovent 
toi^jours Tavantage d'employer les logarithmes dans certains eas de 
r68olation des triangles. 

Nous pensons donc qu'il n'est pas sans int^ret d'en foomir qoel- 
qnes-anes, qui, ä notre connaissance, n'ont pas encore 6t6 remarqu^, 
et qui se pretent ais6ment an calcul logarithmiqae. 

2. Fornmles usit^es. Soient A^ B^ C les trois angles d'on tri- 
angle quelconqae, de sorte qae 

Parmi les relations fr^quemment employ^es, Celles, qui se pri- 
sentent le plus souTent, sont les snivantes: 

ABC 

(I) 8ini4-f-8in-B+sinC = 4cos2 COS ö- coSg » 

(II) sin 2A -f sin 25 + sin 2C = 4 sin ^ sin B sin C, 

(III) tang^-f-tang^+tangC — tang^tang^tangC, 

A B C ABC 

(IV) cotg 2 -fcotg 2 + <50te 2 "" ^^^ 2 ^^^ 2 ^^2 ' 
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Ces formales sont tr^s faciles k ^tablir. 

3. Fourmales qui d^ri?eiit des pr^e^dentes. 1^. Noas ayons 

* 

A A A B+C 

2sin-4 = 48in2 coSq = 4co8 0* cos — k — > 

on 

ABC ABC 

2sinA = 4co8 cos« cosö — 4cos ösinö ^^^ö » 

retranchant cette dgalit^ membre ä membre de (I), il noas vient 

B C A 

(V) sin^+si^^ — 8m-4 =» 4 sin 0- sing- cos ö* 

2^. Nous aTons de mSme 

2sin2^ = 48in-4cos-4 = — 4sin-4cos(-B+C^)» 
oa 

2sin2^ = — 48inilco8-öcos(7+4sin-<4sinJ?8inC; 

de Sorte qa'il noas yient aassi, en retranchant de (II), 

(VI) 8in2Ä4-8in2C— 8in2^ = 4co8J5cosC8in^. 

3<>. La formale (HI) peut s'^crire 

, __!__ , _1 tang^ 

^^^ ■*" cotgjB "*" cotg C"" cotg^cotgC 

et devient, par l'^vanonissement des d^nominatears, 

tang-4cotg-öcotgC7-|-cotgC+cotg-ö «« tang^. 

On en tire la relation 

(Vn) tang A — cotg B — cotg C = tang A cotg B cotg C. 

4P. Par un proc^d^ analogae, la formale (IV) se ram^ne k la 
saivante 

A B C ABC 

(Yin) cotgg -tangg — tang^ = cotgg tang^ tang^. 

Ces relations se troavent consign^es, sauf les deox demiires, 
dans la Trigonometrie de Fr6d6ric Prosz, Professeur ä TEcole 
Polytechniqnc (Lehrbach der ebenen Trigonometrie and 
Polygonometrie von F. Prosz; Stuttgard, bei Paal Neff, 1840; 
page 41 et saivantes). 

On peat consalter cet oavrage avec frait poar d'aatres identit^s, 
^ ont de fir^quentes applications. 
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4. XottTelles Formales de r^duetion. Poisqne 

sin 2^ 28in^cos^.cosJgcosC 8m^.2co8^cos2^cosC 

tangjB-f-tangC ^ sin B cos C-f- sin Ccos C "" 8in(B+C7) ' 

et que 

sin -4 = sin(B+C), 

notre fraction se r^duit k 

2 cos ^ cos ^ cos C 

Ce dernier prodnit ne change pas par la permutation circnlaire des 
trois angles A^ B et C; par cons^quent nons avons les relations 

sin 2^ ^ sin2B 

^ ^ tang-ö+tangC^ tangC+tang-<4 

sin 2(7 ^ . „ ^ 

- tang^+tang^S " 2 cos ^ cos B cos C. 

L'^galit^ des ces trois premiers rapports (IX) se troave Stabile 
par M. Brocard, dans la Nouvelle Correspondance math^* 
matique de M. Gatalan, septembre 1879, page 324. 

Comme on a 

sin 2A 2 cos A sin ^sin ^ sin C 2 cos ^ sin^ sin ^ sin C 



1 — cotg-BcotgC sin -ö sin C— cos B cos C — cos(i^+(7) ' 

et que 

cos -4 = — cos(-B+C7), 

nons obtenons aussi les relations 

sin 2A sin 2B 



(X) 



1 — cotg B cotg C 1 — COtg 6'C0tg.4 

sin2C 



1 — cotg -4 cotg B 



2 sin .4 sin J3 sin C 



5. Autres Formules de r^duction. Les 6galit^s (IX) et (X) 
conduisent k deux autres non moins importantes, qui s'en d^doisent 
imm^diatement. 

Puisque la somme des trois angles 



est 





n 


A n 


B 


n 


C 






2 


2' 2 


2 


' 2' 


2 




371 

2 


— 


A-^-B+C 
2 


= 


'6n 
2 


n 
2 


»> 
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on dgale ä deux asgles droits, nons pouvons remplacer, dans Ics for- 
males (IX) et (X), les angles A, B, C respectivement par les com- 
pl^meats de leurs moiti^s. 



(XI) 



Nous obtenons ainsi les deux nouvelles formales 
sin^ sinB 

B , c ^ c~ 2 
cotg 2 -f cotg 2 cotg 2 + cotg ^ 

sinC ^ , A , B . C 

= 2 sin s-smsrsm^. 



(XU) 



cotgg -fcotg^ 

sin^ sin^ 



. . ß G . CA 

1 — tang 2 tang ^ 1 — tang ^ tang ^ 

sinC ^ A B C 

2C0S« COSjrCOS^» 



^ B ---«2 ""''2 ^"2 

1— tang 2 tang g 

6. Formales d^daites des quatre pr^e^dentes. Divisons les 
^galites (X) et (XI) respectivement par (IX) et XII). Noas trouvons 
les relations 



(Xni) 



t ang B-t- tang C tang C7-|- tang ^ 
1 — coigBcotgC'^ 1 — cotgCcotgu4 

tang ^-|- tang J9 



1 — cotg^cotgB 



tang A tang B tang C\ 



B C CA 

l--tang2 tangg- 1 — tang g tang g 

cotg g- -f cotg 2 cotg 2 + cotg 2 

1-tang^ta ngf a B C 

= J- ^-«tanggtanggtangg. 

cotg 2 + cotg 2 

7. Noas avons obtenu les formales (XI) et (XII) an moyen 
des formales (IX) et (X), par ane simple sabstitution d'angles. £n 
g^n^ral : 

Th^or^me. Dans tonte relatiou, qai a liea entre les 
trois angles A^ By C d'an triangle, on peat remplacer 
ces angles P par les complements de lears moiti^s; 2^ 
par les sappUments de lears doubles. 
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En efifet, pnisqne 
on a aussi 1® 

et 2« . 

(n — 2A)+(7i'-'2B) + (n-^2C) - 3« — 2U + Ä+C) - n, 

Ainsi la formale 

^ JE^ C 

(I) 8in-4 + sinjB+8inC=4co82 cosx- cosx- 

fonrnit imm^diatement les deax suivantes 

(XV) C0s| + C08| + C08^ ^ 4C08(j - j)c08(j- f )c08(j-^. 

(H) 8m2^ + 8m2Ä+sin2C « 4sm^8inBginC. 

De mSme la relation 
(lü) tang-4+tang-ö+tang(7-= tang-4tang-Btang(7 

condoit aax 8uiTante8 

(IV) cotgg+cotgg 4-cotg2 — cotggcot«^ cotgg ' 

(XVI) tang 2A + tang 2B + tang 2C = tang 2A tang 2^ tang 2C. 

Enfin r^galit6 
■r^v sin 2^ 

donne les deax formales 

^^> B C=2"''2''°2''°2' 

cotgg +cotg2 

s]ii4A 
<^^°) taP82B+tan -^2C " " 2co8 2^co82flco82C. 

8^. Dans la formale (II), remplayons encore les trois angles A^ 
-ö, C par les sappl^ments 

n—2A^ Ä — 2ä, n — 2C 

de lears doables; eile devient 

(XVni) sin44 + 8in4B+8m4C^ 4 sin 2^ sin 25 sin 2C. 

Si noas faisons la memo snbstitation dans les relations (XTI) ^ 
(XVII), noas obtiendrons encore les formales 

(XIX) tang 4^ + tang 45 + tang 4C » tang 44 tang 45 tang 4C, 
(^) tang4S+t ii4C" ■^^^^^^^^^^"°^^- 
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XII. 

Extension du th^oröme d'Hippocrate 
et Determination du centre de gravit^ 

de ses lunules. 

Par 

Georges Dostor. 



1. Les lunules d'Hippocrate sout les deux croissants, qui sont 
compris entre le demi-cerclc d^crit sur rbypot^auso d'nn triangle 
rectangles comme diam^tre et les deux demi-cercles trac^s, ext6rieu- 
rement sur les deux c6t^s de Tangle droit, pris aussi comme dia- 
mtoe. 

2. Th^or^me d^Hippocrate. Sor les trois cöt6s 

BC = a, CA^b, AB ^ c 

d'on triangle ABC^ rectangle en A (Fig. 1.), on constrnit trois cer- 
cles ajant ces cötds pour diamötres. Les circonßrences de ces cer- 
des comprennent entre elles les deux lunules AMCmA^ ANBn'A 
le Segment biconvexe AnDm! et le triangle curviligne 
BLCIDVB, 

Le g^om^tre de Ohio a tronv^ que la somme des deux lu- 
nules est äquivalente au triangle rectangle, et nous allons 
prottTO' que la diff6renc6 entre le triangle curviligne et 
le Segment biconvexe est aussi äquivalente au m§me tri- 
angle rectangle. 

Pour d^montrer le tb^or^me d'Hippocrate, nous ferons remarqner 
qoe la somme de ses deux lunules, augment^e du demi-cercle sup6- 

T«il LXV. ^^^*_ 13 
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riear d^crit sur rhypot^nnse, forme la meroe sarface qae le triangle, 
augmentd des deox demi-cercles d^crits, en-dehors, sur les deoz c6t6s 
de l'angle droit Nons pouTons ainsi ^crire T^galit^ 

ÄMCmA-\-ANBn'A-\-j(na^ « ABC+inb^+iiic^, 

Ptiisqne a* = b^~\-c\ il reste 

(I) AMCmA-\-ANBn*A « ABC — i^c, 

ce qoi ^tablit la proposition. 

3. Th6ordme analogrue h eelni d'HIppoerate. LMnspectioii de 
la figure suffit, pour faire Toir que la surface, remplie par la triangle 
ABC et le demi-cercle ext^rieur BLCB construit sur Thypot^Duse, 
contient la somme des demi-cercles int^rieurs AnDlCA^ Am'DVSA 
construits sur les deox c6t^s de l'angle droit, diminn6e du segment 
biconvexe AnDm'A et augment^e du triangle curviligne BLClDl'B. 
Nous avons par suite l'^galit^ 

inb^+inc^-'AnDm'A+ BLClDl'B == ABC+ina*, 

qui donne 

(H) BLCIDVB— AnDm'A = ABC -'^ibc. 

4. OoroUaire. Les relations (I) et (11) nous donnent 

(III) BLClDl'B « AMCmA + ANBn'A + AnDm'A, 

Ainsile triangle curviligne est äquivalent älasomme 
des deux lunules, augment^e du segment biconvexe. 

5. Bemarque. Nous avons le demi-cercle sup6rieur construit 
sur rhypot6nuse 

ina^ « ABC+AMCA+ANBA, 

et la somme des demi-cercles inf^rieurs construits sur les deux cdt^s 
de l'angle droit 

inb^+iiic^ == ABC+AnDm'A+ClDC+Bl'DB. 

Les Premiers membres 6tant 6gaux, il r^sulte de ces deux ^galit^s qne 

(IV) AMCA + ANBA = AnDm'A + CIDC+ Bl'DB. 

6. Distances des centres de gravit^ des trois demi-eereles 
sup^rleurs et du triangle reetangle h Phypot^niise de ee deniier. 
Repr^sentons ces distances par a, /?, y et ^. 

Par les milieux O, E^ E' des trois cöt^s -ÖC, 04, -4 B du tri- 
angle ABC (Fig. 2.), ^levons les perpendiculaires Oo, EQ^ E'G'\ 
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celles-ci contiennent les centres de graviti des trois demi-cercles, con- 
stniits sur Thypotenase a et les deux cöt^s d'angle droit 6 et c; et, 
si les points o, (7, O' sont ces centres de graviti, nous aurons 

2a _^ 2b ^,^, 2c 
(1) 00 = 3^, EG = ^, £'ö'=3^. 

car la distance Oo, par exemple est les deux tiers de la quatridme 

proportionnelle z k Tarc BAC = ^na^ k la corde BC = a et an rayon 

a 
0B= ^-^ de sortc qne Ton a 



^na : a = 


a 
2'*' 


OQ bien 

;s^-. d'oü 
n 


2a 


Pnisqne « — Oo, nons anrons 




(2) o = 


2a 
3«' 



Pour avoir les expressions de ß et y des points G et G^ abais- 
sons sur Thjrpot^nnse BC les perpendicnlaires GH, G'H\ qui conpent 
la droite EE^ en / et /^ Dn sommet A menons aussi h BC la per- 
pendicnlaire AD, qui coupe EE^ en F. Nous avons 

GH = ///4- ÖJ; 

or 

bc 
IH=^ DF^ iAD^^f 

attendu que la double surface du triangle ABC a pour mesure k la 

fois bc et a.AD-y de plus le triangle rectangle EGI, semblable k 

ABB, donne 

Gl GE ^ 

AD^ ab' 

et comme 



bc 2b 

AD = - , GE^ K-* AB = c, 
a ölt ' 



il ?ient 



^, (2b bc\ 



2b^c 2h^ 



IC 



3^a * S^ra 



Nous trouvons donc que GH ou 



(3^ Ä *^ 4- ^*' 



13* 
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On verrait de mSme qne 

D'aülenrs le centre de gravit^ g da triangle ABC est sita^, an- 
dessus de la base BC^ k one distance, qui e^t le tiers de la hanteor 

AD ou de — nous avoBS ainsi 
a 

(5) ' = 3a- 

Si nous rassemblons les valeors (2), (3), (4) et (5), nous yerroiu 
que les distanccs cherch^es sont 

_2a &c , 2^^ 

bc hc . 2c« 



+ 



3a' ' 2a ' 3na 

7. Dlstanee du centre de grniTit^ des Innnles h Phypot^miae 

du triangle reetaugle. D^signons cetto distance par y. La sorfacc 

bc 

-^ des lunules est ^gale ä ceUe da triangle, angment^e de la snniace 

des deux petits demi-cercles et diminu^e de la surface dn grand demi- 
cercle. Prenous les moments de ces surfaces par rapport ä Tbypo- 
t^nnse BC] nous obtenons T^quation 

^bcy = ^bc . ö -\- ^nb^ . ß-\~ ^7tc^ . y — jfna^ . a, 
OU 

4tbcy =« ^bc,6-\-nb^. ß'\-nc^.Y — na^.a, 

RemplaQons d, /?, y et a par leurs valeurs respectifs (V); il nons 
vient r^galit^ 

4*V , nPc , 2M 
^^^^^^^ + "2^ + 3^ 

■^ 2a + 3a 3 ' 

qui reyient ä 

Ucy - ^(2&V+i*+c4 — a*)+ ^(**+c*). 

2 
Mais, puisquo ä*-|-c2-_ ^2^ iq facteur de «" so r^duit k z6ro, pen- 

Ttbo 

dant que lo termo -k- i^^-^-c^) revient ä inabc, Notre 6galit6 se 
cbange donc en 
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Abcy = ^nabCj 
et donne 

(VI) y = ina. 

Ainsi la distance du centre de grayit^ des Innoles k Thypot^nuse 
du triangle rectangle est ind^pendante des deux cöt^s b et c, et ne 
TBrie qu'avec cette hypot^nuse a; eile est ^gale au quartdela demi- 
circonf6rence ^na d^crite sar lliypot^niise comme diam^tre. 

8. Yolmme engendr^ par la r^Tolution des deux lunales aa- 
ioar de Fliypot^nuse da trians^e reetangle. Ge volume Va a pour 
mesore la sorface gen^ratrico ^bc^ multipli^e par la circonförence 
2ny •= i^^^i que d^crit son centre de gravitö. Nous avons donc 

Va = ibc.^Tt^a^ 

OH 

(VII) Va = in^abc. 

Ce volome est celni qu'engendre ane ellipse, dont les deux axes 

h c 
sont ^ et Q« en tournant antour d'uno droite, men^e k une distance 

a da centre de l'ellipse. 

b c 1 
Car la snrface de cette ellipse est tt j . j ■== i-g nbc^ et la circonf6rence 

decrite par son centre est 2ita, 

9. Bistances des eentres de gri^Tit^ des trois demi-cercles su- 
p^rieurs et du triangle rectangle, h la perpendiculaire ÄD, men^ 
dm sornmet Ä sur Thypot^nuse. Bepr^sentons ces distances respec- 
tives par «', ß\ y\ d\ 

Nous avons d'abord (Fig. 2) 







o 


' = OD 


«= OB—BD-^^ — 


a 


QU 






§ 


o2_2c2 i« — c« 




(6) 






a' = 


"2a "■ 2a ' 




pnis 








6' == iOD = t«', 




ou 












(7) 








^ ^ 3a • 






Nous 


voyons 


ensuite 


que 





ß' ^ IF^ EF'\'EI^ iCD+EO cos GEL, 
mais ü est ais^ de voir que 
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t* c 

CD = — f cosGEI «= C08-Ö — - ; 
a a 

2b 
noos savoDs d'aillenrs que EG » 0- ; il nons vient donc 

b* 2be 
^^ *^ 2a* Sita 

Nons tronverions de memo que 

I c^ , 2be 
W y'-¥a+S^a 

Si nons r^nnissons les valeors (6), (7), (8) et (9), nons verroDS 
quo les distances cherch^es sont 

r h^-^ ., b^,2bc 

(vm) 

*ill£! ' c* _.2bc 

10. Bistanee du eentre de grniTit^ des lunules h la perpeadi« 
eulaire abalss^, dans le triangle rectangrie, du sommet de Taiifle 
droit sor Thypt^nase. Supposons que le c6t^ CA ou b seit plus 
grand que Tautre cöt6 AB ou c II est Evident quo, dans ce cas, 
le eentre de gravit^ des lunules et les centres de gravit6 o, ^ et G 
seront sitn^es d'un memo cötö de AD et que le eentre de graTite 
G' sera situ^ du c6t^ oppos^. D^signons par x la distance du een- 
tre de gravit6 des lunules k la perpendicu-laire AD. 

Si nous prenons les moments par rapport ä cette droite, nons 
formerons l'^quation 

ibc.x « ^e.ö'+inb^.ß'—^nc^.y—ina^.a^ 
ou 

4jfcx =■ 4ibe . J'-f- nh* . ß^ — ^c* . y' — na^ , «'. 

Substituons k ö\ ß\ y' et a' leurs valeurs respectives (VIII); 
il nous vient T^galitö 



^^--^^•^"+^*(^+|~) 



qui revient k 



-"^(£+lä)-"»* 



Uat = ^(2*»c— 26c»+6»c— 6c3) + ^(6*— c*— a*6«4-a*c»). 
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2 
Or le mnltiplicatear de 0" ^^ ^^^ ^ Sbc(b^ — c*), pendant que 

celüi de ä~ s'^vanouit en vertu de r6galit6 o* = b^-\-c^-, notre 6ga- 
lit6 86 r^doit donc k 

•t donne 

(IX) . = *-^. 

Cette valeur est facile ä Interpreter. L'inspection du triangle 
ABC fait voir, en efifet, que 



il s'ensuit que 

CD-^BD {CO+OD) — {BO--OD) 
X = ^ = 2 =" ^^• 

Kons en concluons que le centre de gravit^ des lunules est situe 
sur la perpendiculaire 61ev6e, par son milieu, sur Thypot^nuse du 
triangle. 

11. Si nons rapprochons ensemble les coordonn^es 

(X) X = Z>0, y = ^Tta 

du centre de gravit^ des lunules, nous verrons que la position du 
centre de gravit^ est independante des deux cdt6s b et c^ eile ne 
variequ' avec Thypot^nuse a. Ce centre de gravit6 reste fixe? 
lorsque le sommet A de l'angle droit se d6place sur sa 
dem! - circonf6rence d6crite sur Thypot^nuse comme 
diam^tre. 

12. Tolomes engendr^ par la r^Tolution des lanales autour 
des tanken tes extrdmes, men^es aox denx petits deml-eereles per« 
pendiealairement h Phypot^nuse. 

Aux demi-cercles d^crits sur les diametres AC et AB menons 
les tangentes PQ et P' Q' perpendiculairement k Thypot^nuse BC 
(Fig. 2.), et repr^sentons par u et u^ les distances OQ et 0Q\ 

Kons avons ^videmment 

u = OQ — FE— OD, v! =. Od = FE!^ 0D\ 
mais 
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b . 5* 

FK'^E'K'+E'F^^+^\ 

d'ailleors nons ayons trouv^ qne 

b* 



il vient par suite 



" "" 2+2a \2a 2a)' 
** "" 2'^"2a"r"V2a 2a; 

Ott 

b c» / ^i*" 

**'"2+2i' '* ^2+2ä- 

Los Tolumes engendr^s par les lanuleSi en tonrnant aatcrar des 
tangentes PQ et F'Q\ sont donc 

V B j6c.27cu ^^ nbcu «■ Jw^(ft-j — ii 



Ott 

(XI) ^_ nbc(ab+c *)^ ^,__ nbc(ac+b*) 



La somme de ces volumes est 
(XII) F+ V* => ijr5tf(a+ft+c), 

et ces mSmes volames ont poor difif6rence 

nbc{b — c) (ft + c — a) 



(XIH) V—V 



2a 



13. Bistances des eentres de grni?it^ des trois denil-eereles hi- 
f^rleurs et da triangle reetanyle h rhypot^nuse de ee demier. 

D^signons ces distances par cti, ß^, y^ et d^. 

Si nons nons reportons aux calculs dn n^ 6 et qne nons fitssions 
usage des memes notations, nons verrons de snite (Fig. 3.) qne 

2a 
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he 2^* 

O'H'^I'ff-rG'^^-^, etc. 

Les distances demand^es sont donc 

2a ^ bc 2b* 

(XIV) 

.he be 2c« 

14. IMstance 4ii eentre de gx^iiM de Texeds du trtoBgle eur« 
Tiligae fiir le sermeiit bieonyexe, h Phypot^mse du trianyle ree- 
taiirle. Bepr^sentons cette distance par ^j. La surface S de notrc 
diffi£rence est 6gale ä celle dn triangle, angmentie de la sorface da 
grand demi-cercle et dirainu6e de la surface des deux petits demi- 
cercles, c'est-ä-dire que 

Prenons les moments de ces snrfaces par rapport k Thypot^- 
nose BC. 

Remarqaons qne le centre de graviti de ina* est situ6 an-des- 
sons de BC^ tandisque les points g^ G et G' sont plac68 au-dessns 
de cette hypot^nnse ; par cons^qnent a^ devra etre pris avec le signe 
— , et ß^j /i, J| avec le signe +• 

NoQS obtenons par cons6qaent l'^quation 

Hettons ä la place de Jj , «i , ß^ et y^ leors valenrs respectives 
(XIY); il neos vient l'^galit^ 

4W_2d» nb^c . 2b^ nbe^ 2c^ 
^^"^ '^ Sa 3 2a + 3a 2a + 3a* 

qne Ton pent ^crire 

2 
Le foctenr de «- est nul «n vertu de r6galit6 5*+<J* — <»*• H reste 

donc r^quation 
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Ttbc 

qni donne 

(XV) y^ ina. 

Ainsi le centre de gravit6 de la diff^rence entre le 
triangle carviligne et le segment bicoQyexe est k la 
mäme distance de l^hyot^nnse qae celni de la somme 
des lanules, mais il est plac6 an-dessous de rhypot^niise, 
tandis qae le premier est sltQ6 an-dessos de ce c5t6. 

15. DIstanees des eentres de gra?it^ des trois deml-eereles In- 
fMenrs et dm triangle reetaagle h la perpendlenlaire men^e dm 
sommet de Fangle droit sur Tliypot^nse. D6signons ces distances 
par «/, ft', Yi et */. 

D est Evident qne (ii9 9) 

oj' = a\ «/ = *'. 
D'aillears nous avons (Fig. 3.) 

DU 

^^ ^ 2a 37ta' 
On a donc, pour les distances cherch^es, 

(XVI) 

^* "" 3a ' y^ *"2a Sna 

16. Distanee du eentre de graTit^ de Texcte dm triamgle emr^ 
TiUgne sur le segmemt bieonTexe it la hamtemr dm triangle ree* 
tamgle. Nous avons 

PrenoDS les moments de ces snrfaces par rapport ä la haatenr 
AD. Si nous d6signoDS par k^ la distance du centre de gravit^ de 
S k ADy noQs aorons T^qaation 

on 

Remplagons les distances S^\ a^\ ß^' et y^ par lenr yalenrs 
(XVI) ; ü noos Tient r6gaUt6 
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qni pent s'^crire 

2 n 

Lc multiplicatenr de ö- est 6gal k 3*c(6*— c*), et celui de ö"» 

pooTant 8'6crire a*(Ä* — c*) — (&*+c*)(ä*— <?*), est 6gal ä a6ro; par 
snite notre 6galite se r^duit ä 

et donne 

(xvn) ".=-2^- 

Nons voyons ainsi qae 

Le centre de gravit6 de la diff^rence entre lo tri- 
angle carTÜigne et le segment biconvcxe cit le point 
sym^triqne, par rapport ä Thypot^nuse; du centre de 
gravit^ de la somme des deux lunnles. 

Ges deux centres de gravit6 sont sitn^s sur laper- 
pendiculaire elev6e par le milieu de Thypot^nuse, de 
part et d'autre de cette hypot^nuse,' ä une distance 
^gale au hniti^me de la circonf6rence, qui acette meme 
hypot^nuse ponr diametre. 
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xm. 



Determination alg^brique tres simple du centre 

de gravite du trapeze, et du centre de gravit^ 

du tronc de pyramide ä base quelconque. 



Par 

Georges Dostor. 



1. Centre de ;raTit4 du trapdie. Soient ^ et a les centrcs 
de gravit^ ou les milieux des deux bases ^ et & du trapeze; la droite 
Aa passera par le sommet S (Fig. 4.) des deux triangles, dont le 
trapeze est la diff^rence. 

Si noits prenons 

AO — ^SA, ag « jÄi, 

les points G^ et ^ serout les centres de gravit^ de nos deux triangles. 

Posons SAz=z A^ Sa ^ a^ et seit O le centre de gravit^ dn 
trapeze. 

Faisons, pour simplifier OA ^ x^ Oa = y; et d^signons par 5 
et s les surfaces des deux triangles, de sorte quo S—s sera celle de 
notre trapeze. 

Nous devons avoir 

Og 

S " 
ou 

Og 

(1) J' 



OG 

« 


S-s' 


OG 


Off 
Ä* a*' 



attendn qne les snrfsces des denx triangles, qsi sont semblables, Bont 
proportionnelioB ans caxris des distanceB SÄ et Sa. 

Mais OB peat voir facilement qne 

Og = Oa -\-ag = y +J<. - i(3y+a), 
OG-^ AO~OA = ^A — <c "iU — 3*), 
Og=Se-Sg =iA-ia = UA-a). 

Sabatitnaiit ces valenrs douB (1) et mnltipliant par 3, il noni vieot 
toi equations 

Sy+a A-3 x 2M— g) 2 

Ji" " a» ~ ^*-a» =^+<,' 
qai donnent 

^"A + 'c,-"' 3* = '*-i:p-a- 
OQ bien 



= A-^a ~A + / 



(A-i-2a). 



X A-j-ia 
S~a+2A' 

00, pnisqno les bases B et b sont proportionnellca aux distances 
Ä~8A, a = Sa, 

^' y 6-f-2B 

C'est t'expresBion connue. 

2. Centn de iraTltfi ia trone de pjramid«. Soient (Fig. 5.) 
^ et a les centres de gravit^ des deux bases da troDC de pyramide; 
la droitc Aa paascra par Ic sommet commnD S des dem pyr&mides, 
dont le tronc est la diff^reoce. 

Si nona prenons 

AG = iSA, ag — ^Sa, 

lee points G ei g seront les centres de gravite de nos denz pyra- 
mides, dont nons ponvons repr^senter les volnmes par F et t>, les- 
qoels sont proportionnels anx cnbes des distances SA et jSd. 

Posons SA'- A, Sa — a\ et seit O le {centre de gravit^ da 
tronc de pyramide. 



L 



FaiBons, ponr plus de simplicit*, OA —x, Oa — y. 
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Nous devons 


avoir 








Og 


OG 

V 


Gg 




Og 


OO 


Og 




A^ ~ 


a» "" 


A^-a^ 



ou 
(2) 

Mais il est ais^ de voir qae 

Og = Oa +ag = y +Ja =- i(4y+a), 
OG^AG — OA^iA—x ^{(A — ^), 
Gg=SG^Sg = J^ — Ja « J(^ — a). 

Mettant cos valeurs dans (2) et multipliant par 4, on obtient le§ 
6qaations 

4y + a A—4x SU — o) 3 

A^ ^ a^ ^ ^»— a« "" A^+Aa + a* 

On en tire de suite 

3A^ 3^a» — ^»g— ^g*— o» 

^^'^ A^+Aa+a^ "* ^ -4«+^g+g« 

3g» ^»+2^»g+i4g«— 3g* 



4c = ^ — 



^«+^g4-g« ^« + ^g+g» 



Les nam^ratears de ces fractions sont divisibles par ^ — g; mettant 
ce facteur en 6vidence, on trouve qae 

On en tire, en diyisant membre ä membre, 

y ""g« + 2^g + 3^»' 

Les distances ^ et a sont proportionnelles aux racines carr^ 
des deux bases, qae noas poavons repr^senter par ß^ et &'. Kous 
aTons donc 

X i^* + 2BÄ+3*« 



(II) 



y""&«+2B6+3^«" 



2. Centre de graTit^ da trone de e(^ne k bases elrenlaires. 

Le tronc de cöne peut §tre assimilö k an trone de pyramide. Re- 
pr^sentons par R et r les rayons des deax bases, par H la haatear 
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XIV. 

Miscellen. 



1. 

Zur orthogonalen Azonometiie. 

1. In der orthogonalen Axonometrie werden drei anfeinander 
senkrechte, dnrch einen Punkt O gehende Axen OX^ OFund OZ 
vorausgesetzt, welche das räumliche Axensystem heissen und drei 
Coordinatenebenen OXY^ OXZ und OYZ bestimmen. Projicirt man 
das räumliche Axensystem auf eine Ebene (Bild^ene), welche gegen 
die 3 Coordinatenebenen beliebig geneigt ist, so muss, da jede Ramn- 
axe auf der Ebene der beiden anderen senkrecht steht, die Projection 
einer jeden Axe auf der Spur der Ebene der beiden anderen Axen 
senkrecht stehen. 

Schneiden die 3 Coordinatenebenen die Bildebene nach dem Drei- 
ecke Jryz, welches gewöhnlich das Spurendreieck genannt wird, 
so muss also in Fig. 1. 

Xx senkrecht auf FZ, Yy senkrecht auf ZX und Zz senkrecht auf XY 

sein, d. h. die drei Höhen des axonometrischen Spuren- 
dreiecks sind die orthogonalen Bilder der Axen des 
räumlichen Axensystemes. 

2. Setzt man voraus, dass der Ursprung O des räumlichen 
Axensystemes vor der Bildebene, welche durch das A-^ FZ repräsen- 
tirt ist, liege, und denkt sich das Baumdreieck YOZ um YZ in die 
Bildebene umgelegt, so erhält man ein rechtwinkeliges ^ FOZ, dessen 
Scheitel O des rechten Winkels YOZ in die Dreieckshöhe xX zu 
liegen komme; woraus folgt, dass bei der angenommenen Lage der 
Bildebene Wkl. JT < Ä ist. 
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In gleicher Weise findet man, dass 

Wkl. y< R und Wkl. Z< R 

ist, d. h. ist die axonometrische Bildebene geneigt zn 
den 3 Coordinatenebenen, dann ist ihr Spnrendreieck 
Jrrz immer spitzwinkelig. 

3. Verbindet man die Fasspunkte x, ^ und 2 der 3 Höhen im 
Spurendreiecke XYZ^ so erhält man ein ^xyz^ in welchem bekannt- 
lich xJT, yY und zZ die Winkelhalbirenden sind. Ihr Schnittpunkt 
O' ist die orthogonale Projection des Coordinatenursprunges O und 
zugleich der Mittelpunkt des dem /S^^ eingeschriebenen Kreises. 

Nun ist XifO'z ein Sehnenviereck, und man hat nach dem Pto- 
lomäischen Satze : 

XO'. yz=^Xy. zO'+Xz . yO' 



2 



und durch XO dividirt: 

Jiz_ __ J[y^ zO' Xz yO*_ 

XO* " XO' ' XO' "^ XO' ' XO' ^^ 

Wegen der Aehnlichkeit der betreffenden Breiecke hat man: 

Xy X« zO^ __ acy ^z^ __ acX^ yO^ xZ^ 
~X0'^ xz' XO'^XY' XO'~XY" XO' ^ XZ' 

Durch Substitution dieser Werte in die Gleichung 1) erhält man: 

«/» Xx xY , xX xZ xX, YZ 



XO' xz XY ^ XY XZ XY.XZ 

und nach leichter Umformung, wenn man mit F die Fläche des 
Spurendreiecks bezeichnet: 

yz _ F^ 1 

-7 = 4. 



XO' "" XY, YZ . ZX xX 
In gleicher Weise findet man: 



ZO' XY. YZ.ZX zZ 

und 

xz , F^ 



4. 



YO' ^'XY. YZ.ZX yY' 
folgUch 

XO' ZO* YO' 

y«:a^:aj« = ^^:-^:-^. 

oder 

T«ü LXY. 14 
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^ yö' ~Z0'* YÖ'^ 

yzixyixz -- ^x . XO' ' zZ . ZO' ' yY , YO' 



2) 



Denkt man sich z. B. durch O'Z den Kreuzriss gelegt, und denselben 
sammt dem dreieckigen Schnitte in die Bildebene nach ZOz arogelegt, 

ZO' 

dann ist bekanntlich -^jr dais YerkOrzungsverhältniss fülrdie 

Z Axe, und es ist im ^ZOz 



zZ.ZO'^ZOr, 
In gleicher Weise findet man 



xX . XO' = XO' 

und 

yY, FO'— rO*. 

Setzt man diese Werte in die Formel 2), so erhält man: 

(XO'\^ /Yoy /ZO'Y 

d. h. die Seiten des Höhen-Fusspunktendreiecks ai^ys im 
axonometrischen Spurendreiecke XYZ verhalten sich 
wie die Quadrate der Verkürzungen der drei axono- 
metrischen Axen. (Schlömilch'scher Satz). 

Sind also die Verkttrzungsverhältnisse (etwa durch Masszahlen) 
gegeben, so ist es leicht das ^xyz zu construiren, und die Axen- 
projectionen xX^ y Y und zZ^ sowie das Spurendreieck XYZ zn er- 
mitteln. 

4. Die obigen Gleichungen: 

jrä* « xX. X0\ FÖ* = 2^y. Y0\ ZÖ* « zZ,ZO' 
lassen sich in nachstehender Weise umformen: 

xoy^ XW^ XO' 



\Xi 



XO ) XO'.xX xX' 
YO'V YX/^ YO' 



/ YOy 
\Yö) 



YO'.yY yY 

und 

'ZO'V ZO'^ __ ZO^ 
" ZO'. zZ "^ zZ 



(zoy 



Bildet man die Summe der Quadrate dieser Yerkttrzungsverhältnisse, 
so erhält man: 



ml9C€U€n, 
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\xo ) "*" Vfo ) + Vzo ; ~ 



zo'v xo' . ro' . zo' 



xX 



+ -rv+ 



oder omgeformt: 

_ «JC— (Ta; yy- öy zZ 



O's 



xX 



yr 



zZ 



= 3 — 



yF ~ zZ ' 



xX '^ yV^ zZ\ 



und wenn man dio Seiten des Sporendreiecks XYZ einführt, ergibt 
sich: 



— [s 



YZ^ yY ' XZ'^ zZ ' XY 



] 



und da die Nenner untereinander gleich sind und jeder den doppelten 
Inhalt des /\XYZ ausmacht, so erhält man: 



3 — 



0'x,YZ^O'y,XZ-\-0'z.XY 
2 XYZ 



und da der Zähler wieder den doppelten Inhalt von XYZ ansmacht, 
so erhält man: 



-=3 



2 XYZ 
2 XYZ 



= 2, 



i h. die Summe der Quadrate der Verkürzungsverhält- 
nisse der axonometrischen Axen ist immer gleich 2. 

5. Bas letzte Resultat lässt sich noch einfacher in nachstehen- 
der Weise finden. Zieht man durch X, Z'Y' || YZ, 

„ y, x'z'wxz, 

und „ Z, X'Y'W YX, 

so erhält man ein ^X'X'Z\ dessen Flächeninhalt = 4 JiTFZ ist. 

Nun ist 

XO' X(y XY^ I SZ'O'Y * 

xX ^ xÖ Yz ^~2.£SX0Y 

und folglich die Summe der Quadrate der Verktirzungsvcrhältnisse 
der axonometrischen Axen 

AZ'0'F'+A>X"0'Z'+Z\ Y'O'X' C^X'Y'Z' 



2,^XYZ 



2.AXYZ 

^,C:^XYZ 
2CsXYZ 



2. 



6. Indem wir mit diesen Beweisen schliessen, behalten wir uns 
vor, auf diesen Gegenstand gelegentlich nochmals zurOck zukommen, 
Qod die Anisometrie, Dimetrie und Isometrie näher in's Auge zu 

J. Streissler in Graz. 



L_. 
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2. 

Naehtrar zu der BreieekMiifirabe T. LXnL p. 300. 

Nachdem es vielleicht von einigem Interesse sein dürfte die 
Grenzwerte mehrerer Grössen, deren algebraische Bestimmung in der 
diesem Nachtrage zn Grande liegenden Arbeit im allgemeinen aus- 
geführt wurde, kennen zu lernen, so möge den folgenden Betrach* 
tungen Raum gegönnt sein. 



Unter welchen Bedingungen hat der im Mitteldreiecke von den 
Seiten m, n, p der Seite m gegenüberliegende Winkel 9 seinen klein- 
sten Wert, (ip ist, nach pag. 305., Gl. 10 stets grösser als 90^} und 
welches Erzeugungsdreieck (von den Seiten a;, y, z) ist durch den 
Minimalwert von <p charakterisirt? 

Auf pag. 305. sagt Gl. 10: 

ferner ist 

m^ = n^+p^ + 2npC0S(lSV>—g>) (2) 

Die Gomparation dieser beiden Gleichungen ergiebt: 

cos (1800 -g>)^ ^ Vn«+ 2i>« . 
d. h. der kleinste mögliche Wert von cos(1800 — g>) beträgt: 



cos(1800~<,) = ^Vn«+V = l/^(2p+l). . . 



(3) 



welcher Wert offenbar dem grössten Supplementwinkel von tp und 
daher dem kleinsten tp entspricht. Die Restitution von (3) in (2) er- 
giebt, dass jene Mitteldreiecke die kleinsten <p besitzen, welche za 
rechtwinkeligen Erzeugungsdreiecken gehören; man erhält nämlich 
dann die Beziehung: 

welche identisch ist mit der Form, die Gl. 9, pag. 306. für < = 0, 
also für ein rechtwinkeliges Erzeugungsdreieck, annimmt. Welches 
unter allen den möglichen rechtwinkeligen Erzeugungsdreiecken das 
kleinste 9 besitzt, ergiebt sich aus der Ueberlegung, dass cos(180*— ?>) 
am kleinsten ist, wenn u » 0, also 
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COS(180® — <JP) 



■.y2 

ist, d. h. wenn 

g> «=» 135^ 

womit zugleich der erste Teil unserer Frage erledigt ist. 

Unser gesuchtes Urdreieck, welches das Mitteldreieck mit dem 

kleinsten stumpfen Winkel erzeugt, ist also folgenden Bedingungen 

unterworfen : 

« -= und « « 0, 

welche mit der pag. 306. aufgesteUten Gleichung 

zusammengehalten, zur weiteren Bedingung « » führen. 

Da also der Radius s des dem gesuchten Urdreiecke eingeschrie- 
benen Kreises Null ist, so ist es jenes rechtwinkelige Dreieck, in dem 
eine Kathete mit der Hypotenuse zusammenfällt, dessen andere Ka- 
thete also Null ist. Das Mitteldreieck, in welchem tp » 135^ ist, 
wird gleichfalls durch eine (Gerade repräsentirt, indem ja n » ge- 
funden wurde. 

2. 

Unter welchen Bedingungen hat das Mitteldreieck seinen relativ 
grössten Flächeninhalt und welches Urdreieck wird hierdurch cha- 
rakterisirt? 

Wir büden aus (3) 

cos»(1800-<p)::-^^, 

woraus 

sm'ip = —j-r- 
und 

sin <)P $ ^ y V^"^* 

folgt Da g> stets grösser als 135^ ist, so befindet sich das relativ 
grösste Mitteldreieck unter jenen, für welche (p möglichst klein, also 

sinq?-^V2i?=V (4) 

ist Die Fläche F des gesuchten Mitteldreiecks hat die Form: 

F^ ~^smq> 
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oder mit Rücksicht auf (4): 

worin noch das günstigste Yerhältniss zwischen n und tp za bestimraen 
ist. Wir bilden: 

woraus 

n = p 

folgt, welcher Wert, wie leicht zu ersehn ist, Fzu einem Maximum 
macht. Man findet femer leicht: 

somit ist 

minip '-^ l/2+y3 : 1 : 1 

das Yerhältniss, in welchem die Seiten f?>, i», p des Iffitteldreiecks 
stehen müssen, damit seine Fläche ihr Maximum besitzt Die Fläche 
selbst ist dann repräsentirt durch die coexistirenden Formeln: 

Ferner ist, da in diesem Falle 



übergeht in 



cos (180 - <3p) =. ^ Vn«+ 2p« 
co8(180 — v) =. -~ Vi?+2^ — JV3 



2n 

180 — <jp = 30 resp. 
9« 150» 

der stumpfe Winkel des relativ grössten Mitteldreiecks. 

Schliesslich haben wir uns noch über die relativen Grössen der 
Seiten des entsprechenden Urdreiecks klar zu werden. Aus dem ge- 
sagten ist zunächst klar, dass es ebenfalls rechtwinkelig ist Deshalb 
führt uns am bequemsten zum Ziele die Combination der GL n=^p 
mit den in Function von n und p für die Seiten x, y, z eines recht- 
winkeligen Dreiecks auf pag. 308. aufgestellten Formeln: 

X «= «y 2+ V2^+ V^^^ 

y « wV2+y2p«— y4^4«=„4 
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Man erhält: 



y = nyi(i+y3) 

z «ny2(l + y3) resp, 
a; : y : » = yS : 1 : 2 

als das Seitenverhältniss im Erzeugungsdreiecke dos Mitteldreiecks 
?em gröBSten Flächeninhalte. 

Wien, den 23. März 1880. N. von Lorenz. 



3. 

Inmerkiuf sn dem AoÜNitEe: ,,Beitra9 znr Ellipse^^. 

T. LXm. p. 443. 

Ich erlanhe mir anf die bekannte Constrnction der Aufgabe 
,^inem gegebenen Parsdlellogramme eine Ellipse berührend einzu- 
schreiben", welche Herr Th. Sinram im 63. Teile des Archivs S. 443. 
analytisch begründet hat, nochmals zurückzukommen und zu zeigen, 
dass dieselbe Constrnction aus der projectivischen Beziehung zweier 
bestimmter Strahlenbüschel sich ableiten lässt. Denn es bestimmt 
ein Parallelstrahlenbüschel Fig. 1., welches durch die Richtung der 

Diagonale mm^ bestimmt ist, auf den Geraden vm^ v^m^ zwei per- 
spectivische und ähnliche Punktreihen {ahcd . . .) , c^h^c^d^ . . .), welche 

aus den Endpunkten ^, «| des Durchmessers ss^ durch zwei projec- 
tivische Strahlenbüschel 8{abcd...\ H(^<hh^i^\ - - ) projicirt werden. 
Die Schnittpunkte der entsprechenden Strahlen aa e^a^^ sh s^h^^ sc 
tjCj , Md 9^di . . . der Büschel s{abcd . .,), s^ia^b-^c^d^ . . .) bestimmen also 
Punkte a\ h\ c\ d! ... eines Kegelschnittes S'. 

Wählt man die entsprechenden Punktepaare ao^, hh^^ ... nur in 

Strecken vm^ «^1^9 so erhält man bloss Punkte des elliptischen Bo- 
gens v^alVm! im ersten Quadranten. Um nachzuweisen, dass analoge 
Constructionen in den folgenden Quadranten nicht nur auch ellipti- 
sche Bögen liefern, sondern dass alle diese derselben Ellipse £' an- 
gehören, muss man von einem allgemeineren Standpunkte auch die 
pwspectivische Beziehung der Reihen (abcd..^^ (aAcjc/j ...); (abcd,.)'^ 
{a^^^ ...) ; (abcd ...), {ck^b^c^d^ ...) •, {ahcd ...), ^aJb^c^d^ ...) durch jene 
ParaUelstrahlrabüschel vermitteln, welche durch die Richtungen der 

Geraden fnm^^ mm^, mm^^ mm^ bestimmt sind, und man erhält so 
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Denken wir uns diese Reihen aus den Punkten «, «^ projidrt, so er- 
halten wir 

Nun kann man beweisen, dass die Strahlenbüschel «i(ai&i<^<2i), 
'i(^^s^s^) identisch sind. Wählt man in der Reihe (tibed..,) drei 
bestimmte Punkte m, u^qq v^ und einen beliebigen Punkt a^ und in 
der Reihe (ofb^^d^ ...) drei bestimmte Punkte m, ug^Q r, und einen 
beliebigen Punkt o, so, dass mim,, u^(X)^aoy ^1^21 ^1^ einander ent- 
sprechende Punktcpaare sind, so hat man 

Projicirt man diese Reihen aus «1, so bekommt man 

In den so erhaltenen concentrischen projectivischen BQscheln ist aber 
«jfTij ^ '1^) ^jt^oo ^ 'i^oD? ^1^1 ^ ^1^9) folglich müssen auch die 
Strahlen «la,, s^a^ identisch sein. Da die entsprechenden Punkte 
o^ o, beliebig gewählt worden sind, so folgt, dass auch die ttbrigen 

entsprechenden Strahlen 8^1^ «Ji^^ s^c^ «jc^, s^d^ s^d^ ... zusammen- 
fallen, und dass auch die Büschel «i(ai&]Ci^i .-.), «ii<h^fC%d^ ...) 
identisch sein müssen. Aus den Relationen 8{abcd) = aiioib^c^di)^ 
8{abcd) s= s^ia^b^c^d^) und aus der Identität der Büschel «i(ax&iCi<l|), 
Siia^^c^) ergibt sich, dass die projectivischen Strahlenbüschel 

«( abcd . . . ) , s^ictjb^c^di ... ) ; 8(abcd . . . ) , «^(aj&s^s'^ . . . ) dieselben 

Punkte a'b'c'd' ... des Kegelschnittes JEJ' erzeugen müssen. In der- 
selben Weise kann die Identität der Büschel 8{a^^cQd^, ..), sia^b^c^d^...) 
erwiesen werden, und man erkennt, dass auch die projectivischen 
Büschel 8i((U}cd . . . ), 8{c^b^c^dQ . . ,) und 8^((ibcd . . .) 8{aJ)^c^d^ . . .) die- 
selben Punkte a", h'\ c\ rf" ... eines Kegelschnittes E" bestimmen. 
Beide Curven S' und E" sind aber durch die Punkte v'^t?", m\ 

m\ und durch die Tangenten m's^ ^ w^mj, m"* ^ ^3^4 in den 
Punkten m', m" vollkommen bestimmt, und müssen daher identisdi 
sein. Nun erkennt man aus der Bestimmung der Punkte a\ b\ e\ 
d' ... ^ a", &", c", df' ... die bekannte EUipsenconstruction. Zugleich 

erhellt, dass bei der Construction der Ellipse die Strecken »m, v^mi 
nicht in n gleiche Teile geteilt werden müssen, sondern dass es ge- 
nügt, die einzelnen Teilpunkte oo^, bb^, ... auf den Strecken so zn 

wählen, dass sie auf Geraden acz|, bb^ ... liegen, welche parallel zn 
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MM, sind. Analoge BemerbaDgeu beziehen sich anf die Teilung der 
Strecken irm, u>mf ; inn, temg, prn, vmj. 

2. Nun vollen wir auch zeigen, wie analoge und bekannte Con- 
■tmctionen Ar die Hyperbel und Parabel sich ableiten lassen. 

Es seien m„ tni, die coigugirten Durchmesser der Hyperbel. 
Die Pnnktreihe (Fig. 2.) (tdicd ... u ... ») des Trägers m>, projiciren 
wir mittels Strahlen a'a, ä'6, e'c, d'd ... u'u, ... ti'%, welche 
parallel zn der Diagonale A sind, anf die Gerade et^, und die so er- 
haltene Pnnktreihe ('i'i'e'd ... *« ... 'o ...) projiciren wir mittels 
eines dnrch die Diagonale A^ bestimmten ParallelstrahlenbQschclB 
aof die Gerade V. Die nene Pnnktreihe nennen wir (aj&]Cj(fi..uj..vj). 
Da die Pnnktreihe (abcd ... u ... v ...) perspectivigch nnd llhnlidi 
ist zur Reihe ('a'i'c'd ... 'u ... V), nnd auch die Reihen ('a>J'c'd 
... 'tt ... '«), (ojbjCjd^ ... u, ... v, ...) perspectiv isch nnd ähnlich 
nnd, so mOBsen die Pnnktreihen (aicd ... u ... o), (oi'i'^ii'i -- «i -' "i) 
projectiTisch sein. Wenn wir uns die Punktreifaen (abcd ... u ... t>), 
(oibfydj ... uj ... Vj ...) ans den Pnnkten *, «, projicirt denken, 
10 bekommen wir zwei projectivischc Strahlenbüschel »(at>ed...u..,v...), 
t,(aii|C,d, ...Kj . . . V| . . .), deren zugeordnete Strahlen ta «,a,, tb s,&j, 
K MfCj, til <,<f, ... SU f]U, ... av 8,v, ... sich in den Pnnkten a', b', 
t', d' ... u' ... !>' ... eines KegelschnittoH H' schneiden müsecn. Aus 
der Bestiromnng der Punkte u'a,, i/qo erkennt man sofort, dass der 
E^lschnitt H', da er zwei unendlich ferne Punkte u'^^, d'^q hat, 
dne Hyperbel ist, nnd dass A, At Asymptoten dieser Hyperbel Bind. 
In ähnlicher Weise könnte ancb die zweite Construction , welche in 
der Figur ersichtlich gemacht ist, bewiesen werden. 

Um auch noch den Fall zu behandeln, wenn eine Parabel durch 
den Durchmesser i»,go Fig. 3. nnd durch die zam Durchmesser con- 
jngirte Sehne im' bestimmt ist, und construirt werden soll, so pro- 
jiciren wir, wenn durch die Diagonale tnm, die Richtung eines pro- 
jicirenden ParallelstrahlonbttBchels bestimmt ist, die Punkreihe {abed...) 
anf die Tangente T des Punktes it. Man erhält wieder zwei per- 
spectinsche nnd ähnliche Punktreihen [abcd...), {a^b^e^d^ ...), welche 
ans den Punkten «, >,qq (unendlich ferner Punkt des Durchmessers) 
durch zwei projectivische Strahlcnbüschol s{alial ..,), 'l^(.a^ble^d^ ...) 
projicirt werden. Durch den gcgensoitigeu Durchschnitt der ent- 
sprechenden Strahlen ta, «,a„ ib, «,£„ «c «,Ci ... sind die Punkt« a', 
*', c', d' ... der Parabel 1" besimmt Da der Schnittpunkt «' der 
entsprechenden Strahlen m «,ao<i >»it d^™ Punkte » zasammenftUt, 
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80 muss M ^ «e' die Tangente der Parabel im Punkte s sein. Weil 

aber vm « e^« » ev ist, so ei^bt dcb die bekannte und ein£adie 
Gonstructioü der Tangente in einem beliebigen Parabelponkte «, wenn 

man die Strecke ev ^ vm macbt und den so erhaltenen Pnnkt e mit 
8 verbindet. 

Die Figur zeigt noch eine andere Parabelconstruodon, welche 
aus der projectivischen Beziehung der Büschel s(abcd...\ v(^a^b^c^d...) 
sich ergibt 

Teltsch am 1. October 1879. W. Jerdbek. 



4. 

lieber den Sehwerpnnkt des Tiereeks. 

Bezeichnen a, b und c die Abstände der Ecken eines Dreieckg 
von einer Ebene, so ist der Abstand z des Schwerpunkts jenes Brei- 
ecks von dieser Ebene bekanntlich gleich dem arithmetischen Mittel 

O ""r b I c 

der drei Eckabstände. Es ist demnach z = '^ . (Möbiusjidir- 
buch der Statik, pag. 209). 

Offenbar liegt für die bestimmenden Punkte eines ebenen Vier- 
ecks AB CD (Fig. 1.) und den Schwerpunkt S desselben eine ent- 
sprechende Beziehung vor. Diese zu ermitteln wird als fünfter Be- 
stimmungspunkt neben den Eckpunkten der Durchschnittspunkt der 
Diagonalen AB und BD des Vierecks gewählt. Die Abstände der 
Ecken von einer willkürlich angenommenen Ebene seien beziehlicfa 
a, &, c und d und der Abstand des Durchschnittspunkts der Diago- 
nalen sei o. Um den Schwerpunkt S des Vierecks zu bestimmen, 
werden die Ecken A und C mit der Mitte M der Diagonale BD ver- 
bunden. Die Mittellinien AM und CM sind Schwerlinien der Drei- 
ecke ABD und BCD uud der Schwerpunkt S des Vierecks liegt auf 
der Schwerlinie PQ, welche die Schwerpunkte P und Q der Dreiecke 
verbindet. Alsdann ist PQ parall. AC und ausserdem PQ = i^C 
und es liegt die Beziehung vor 

QN OC 

PQ^ AC ' ' ' ' [ ^ ^ 

Das Gleichgewicht dagegen bedingt die Proportion: 

PS ^BCD 
QS ■" ^BAD' 
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Weil aber 

/^BCD qc 

90 folgt: 

P8 qc 

QS^ OA' 

FS OC 

FQ AC ^^ 

und ans den Gleichlingen (1) nnd (2) 

FS'-= QN (3) 

Man erhiüt demnach den Schwerpunkt «S, indem man anf der Strecke 

QP den durch die Diagonale BD gelieferten Abschnitt FN von Q 

ans abträgt*). Es ist alsdann: 

OC 

Nun ist 

z,FQ ^ p,QS+qFS, 

AC AC , OC 

und, indem man erwägt, dass 

a+b+d 

b + c+d 

folgt hieraus: 

OC 

3z^a + b+d+(c'-a)-^ (4) 

Für die Diagonale AC und den DiagonalendurchschnitUpunkt O 
liegt die Gleichung vor: 

o.AC= a.OC-\'C.AO, 
ans der sich ergiebt: 

o = c+(a— c)-^ (5) 

Durch Addition von (4) und (5) folgt alsdann: 
woraus die bemerkenswerte Beziehung: 



•) Wie bereits in T. LXIV. p. 439. bemerkt (ReU.) 



220 MwxiUn, 

' 3 ^^^ 

hervorgeht 

Ist das Viereck ein Parallelogramm, so ist 

^a+b+c+d 



4 



und daher auch 



^^a±b±c±d ^j 



Steht die Ebene des Vierecks ABCD normal auf der Bestimmnngs- 
ebene, and liegt die Seite CD in der letzteren, so sind die Abmes- 
suDgen c and d gleich Kall , and folgt demnach 

«-^±1=^ (8) 

als Bestimmangsgleichang für den Schwerponkt eines Vierecks in ^^ 
Ebene desselben. 

Wird demnächst die Vierecksseite BC ^ O angenommen , geht 
also das Viereck ABCD in das Dreieck BAD über, so wird gleich- 
zeitig mit b anch o gleich Nail and folgt für das Dreieck die be- 
kannte Gleichang 

'-i <») 

Es ist einlenchtend, dass dieselben Relationen stattfinden, wenn 
an Stelle der normalen Abmessangen a, 6, e, d and O beliebige 
parallele Strecken a\ b% c\ d' and o' angenommen werden. 

Das anfgestellte Gesetz dürfte an and für sich von Interesse sein. 
Dasselbe giebt ansserdem Veranlassnng, einen Irrtam za berichtigen, 
der in La Fremoire's wertvollen Sammlung von Au^aben and Lehr- 
sätzen — heraasgegeben von Dr. Renschle, Stattgart 1858, — pag. 51. 
in Bezng aaf den Schwerpunkt des Vierecks begangen wird, indem 
derselbe in den Dnrchschnittspnnkt der geraden Verbindnngslinien 
der Mitten gegenüberstehenden Seiten verlegt wird. Das Irrtümliche 
dieser Angabe tritt hervor, indem man die Mitten zasammenstossen- 
den Seiten geradlinig verbindet, and dadurch ein Parallelogramm her- 
stellt, in dem jene Strecken Diagonalen sind. Es folgt dann, w^m 
die die Normalen von den Punkten A^ 5, C, D und S auf eine Ebene 
wie vor bezeichnet werden: 



> 
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"1 *■ 2 
"^ 2 

^ 4 

was nur zutrifft, wenn Viereck ABCD ein Parallelogramm ist. 
Brieg, November 1879. E. Noeggerath. 



5. 
Sehwerpnnkt des Tiereeks. 



Die Yierecksdiagonalen AC und BD schneiden sich in E. Man 
trage die Strecke CE von A nach C hin nach AF. Dann hat das 
Di^ieck BDF denselben Schwerpunkt wie das Viereck ABCD. Der 
Orund ist leicht zu sehen, und der Schwerpunkt des Vierecks hier- 
nach leicht zu construiren. 



Mülhausen im Elsass. 



Dr. P. Jolmen, Oberlehrer. 



6. 
Th^r^me de O^m^trie plane. 

Lemme. La position qu' un point mobile partant d'un point 
fixe atteint en parcourant denx lignes bris^es dont les 616ments cor- 
respondent en longueur et en direction, mais diff^rent en ordre, est 
ind^pendante de cet ordre. 

En effet on pourra toijgours intervertir Tordre de deux ^l^ments 
cons^cutifs en consid^rant le parall^logramme construit sur ces deux 
^l^ments; par cons^quent on peut intervertir Tordre d'une mani^re 
arbitndre parce que tout changement d'ordre peut Stre d^compos^ en 
changements 61imentaires de deux ^l^ments consdcutifis. 

Corollaire. Une ligne briste dont les ^l^ments cons^cutifs 
correspondent altemativement en longueur et en direction avec les 
cöt^s de deux polygones quelconques, se fermera. «Tappelle direction 
d'un cöt^ la direction dans laquelle un point mobile parcourt ce cdt6 
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en parcourant dans an sciis arbkraire le contonr da polygone cor- 
respondant. 

En effet on poarra remplacer cctte ligne briste par nne antre 
dont les ^l^ments saccessifs sont d'abord cmpraut^s aa premier et 
ensaite aa second polygone. La premidre partie fera donc revenir le 
point mobile aa point de d^part et la seconde ^galement. 

Th^or^me. Soient 0,0^ ... o,. les cöt^s saccessifs d'an poly- 
gone qaelconqae et p^p^ ... pn les lignes qni joignent an point 3f 
de son plan aax sommcts saccessifs d'an second polygone, sonmis k 
la senle condition d'avoir le meme nombre de cöt^s qae le premier, 
ou aara toajoars, qaelle que soit la position du point M: 

ajPj8in(a,y?i)-|-agpjsin(a2P2)+ ... anpn^i^(anpn) =- constante 

poun* qa' on comptc los angles (oiPi), {(hPi) ••• i^p») entre o^ 
et pi, og et ;?2 ••• ^» et pn de la mani^re suivante: 

Soient les directions de pip2 ... pn toates dirig^es des sommets 
correspondants vers le point M et soient les directions des cöt^ 
a^a^ ,.. On d^finies commo ci-dessas, les angles (atPi)^ (<hP%) •• (^Pn) 
sont les angles qae d^criront les cöt^s a^a^ ... ow en les toomaot 
tous dans le memo sens jusqu' ä ce qn' ils coincident avec les di- 
rections de />! 7?2 • • • Pn- 

Demonstration. Soient b^b^ ... b» les cot^s saccessifs da 
second polygone de teile maniere qae los points d'intersection de hn 
et &„ Ä, et 62 Gtc. correspondent avec les points de d^part de PiPt-pn^ 
on poarra constrnire ane ligne bris6e dont les ^l^ments saccessifs 
sont de m§me longnear et de meme direction qae ceux de Oib^a^^... 
onbn. Cette ligne briseo sc fermera; uous aarons donc an nouvean 
polygone. 

Constraisons snr les cöt^s ^1^2 •• ^« do ce noaveau polygone 
des triangles dont les dcnx autres cötes sont Egales et paralleles aax 
lignes pi et p^^ p^ et p^ ... pn et pi respectivement et joignons ea- 
core les sommets saccessifs de ces demiers triangles: il est ^yident 
qae le nonveaa polygone sera divis6 par cette conatraction en diffi^ 
rentes parties et qu' on obtiendra la sarface de ce polygone em ad- 
ditionnant. 

a) ün polygone congni avec le premier polygone 

b) la somme des triangles composant le second polygone 
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c) la somme des parall^logrammes %Pi8in(aiPi), a^^%m(a^p^,.. 
a«|?„ 8in(flhip»i). 

£n changeant la position du point Af, les deux premidres par- 
tes de cette somme ue changeront pas de yalenr, par consequent la 
^oisi^me partie, savoir la somme des parall^logrammes sera con- 
Btante. 

Gas particuliers. Supposons que quelques-iins des sommets 
cons^ntifs du second polygone coincident: le second poIygone se 
tronvera cbang^ de cette mani^rc en un autre polygone ayant moins 
de cot^, ou meme en une ligne droite. II est Evident que la for- 
male g^n^rale se modifiera d'une maui^re corrcspondantc avec celle 
au moyen de laquelle ce second polygone ou cette ligne sera form6 

Commo application prenons deux quadrangles et supposons que 
Ic second se trouve chang6 en un ligne droite en faisant co'incider 
les deux extr§mit6s de chacun des deux cötes h^ et ^4. Ou aura dans 
ce cas ^3 = /)8 et ^4 = p^ par consequent la formule gen6rale se 
modifiera en 

ajpj8in{a|Pi)+fl27)28iÄ(ö2l'2)"|-«3P28in(«8P2)"l"^42'iSiD{<»4/'i) = constante. 

• 

Remarqne. A l'aide d'une section plane men6e parall^lement 
aox deux bases paralleles d'un prismatoide on pourra aussi d^mon- 
trer le th^oreme en consid^rant les polygones suivani les quels cette 
section est coup^e par les pyramides suivantes, dans les quolles on 
pent d^composer ce corps. 

a) La Pyramide qu' on obtiendra en joignant un point M d'une 
des bases avec les sommets de l'autre, le point ü/^tant cboisi 
de maniere que cette pyramide seit compietement contenue 
dans le corps de la prismatoide. 

b) Les pyramides ayant pour bases les triangles form^s par la 
jonction du point M et des sommets de la basc dans laquelle 
on a choisi ce point et dont les sommets coincident avec les 
sommets de Tautre base. 

En choississant les polygones d'une mani^re convenable on peut 
d^montrer avec le theoreme precedent plusieurs thoor^mes de geo- 
m^rie plane. 

Utrecht le 30 Mars 1880. 

Dr. W. Kapteyn. 
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7. 

Terstellbare Brillea. 

Wenn man dorch eine optische Linse einen Gegenstand betrach- 
tet, so ist die optische Wirkung, jenachdem die Sehlinie rechtwinklig 
oder schräg durch die Linie fällt, eine verschiedene. Fällt die Seh- 
linie rechtwinklig durch die Mitte der Linse, so erscheint das Object 
einfach vergrössert oder verkleinert je nach dem Schliff der Linse 
(bei concaven verkleinert, bei convexen vergrössert). Fällt die Seh- 
linie jedoch schräg durch die Linse, so entsteht eine prismatische 
Nebenwirkung und das Object erscheint verzerrt 

Bei den bisher gebräuchlichen Brillen stehen die Brillengläser 
rechtwinklig zu den Brillenhaltern vertical und unbeweglich vor den 
Augen. Es ist dies für das Sehen in die Entfernung auch voUkonmien 
richtig. Anders verhält es sich bei dem Abwärtsseben. Das Ab- 
wärtssehen wird fast nur durch eine Drehung des Augapfels nach 
unten bewirkt, während die Kopfstellung, und mit dieser die Stellang 
der Brillengläser fast dieselbe bleibt Es ist daher unmöglich, dass 
bei dem Abwärtssehen mit einer solchen Brille, d. h. bei dem Lesen 
oder Arbeiten, die Sehlinie gleichfalls rechtwinklig und durch die 
Centren der Gläser fallen kann, sondern sie wird unbedingt schräg 
am untern Brillenrande durch dieselben gehen, wodurch die oben er- 
wähnte prismatische Wirkung entsteht und der häufige Gebrauch einer 
solchen Brille nachteilig wirkt. 

Um diesem Uebelstande zu begegnen, habe ich Brillen construirt, 
bei welchen man mit Hilfe eines zweiten Charniers an jeder 
Seite die Brillengläser so verstellen kann, dass bei dem Abwärtssehen 
die Sehlinie rechtwinklig und durch die Centren der Brillengläser 
fallen muss. 

Die Charniern sind äusserst sorgfältig gearbeitet und lassen sich 
nur in dem erforderlichen Winkel (gewöhnlich 45^) verstellen, was 
durch eine Arretirung bewirkt wird. 

Schlesicky-Stroehlein. 
Frankfurt a. M. October 1879. 
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XV. 



Ueber die theoretisch möglichen Fälle der 

Polhöhen-Bestimmung. 



Von 

Herrn Dr. C. l8rael, 

Oberlehrer in Frankfart a. M. 



Einleitung. 

Die astronomische nnd die mathematische Bestimmung der Pol- 
höhe sind zwei sehr yerschiedene Aufgaben. Nicht selten bietet eine 
Methode dem Mathematiker gar keine, dem Astronomen hingegen fast 
unfiberwindliche Schwierigkeiten. Immerhin wird man zugeben müssen, 
dass bei einem rationellen Verfahren die mathematische Behandlung 
des Problems der astronomischen Yorherzugehen hat. Denn erst nach 
Feststellung aller möglichen Methoden ~- die sich selbstredend 
nur auf mathematischen Woge erreichen lässt — kann fttglich die 
Frage aufgeworfen und beantwortet werden, welche dieser Methoden 
sich zu astronomischen Zwecken ausbauen lassen, welche nicht. Eine 
solche systematische Darstellung des Polhöhen-Problems soll im Fol- 
genden yersucht werden. 



BeflnitioB der Aufgabe. 

Es handelt sich darum den Neigungswinkel der Ebene irgend 
eines Sternparallels gegen die der Lage nach als bekannt voraus zu- 
setzende Ebene des Horizonts zu ermitteln. 

Ttü LXY. 15 
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dass der Schnittpunkt J ihrer in der Meridianebene liegenden Dorch- 
messer die senkrechte Projection des Sterns S* auf die Meridianebeoe 
darstellt — Etwas Aehnliches tritt anter übrigens gleichen Umst&Bden 
ein^ wenn nicht Aximuth nnd Höhe, sondern etwa Stondenwinkd and 
Höhe beobachtet sind. Wir werden hier diese einer Specialonter- 
suchnng zugehörigen Fälle nicht besonders, sondern immer nur die 
Methode im Allgemeinen betrachten. 



A. 

Methoden, bei denen die Deolination und die Lage der MeridiMiebeiM 

ale belcannt angenommen werden. 

Es sind folgende Fälle zu unterscheiden: 

a) Höhe und Azimuth, 

b) Stundenwinkel und Höhe, 

c) Stundenwinkel und Azimuth 

sind durch Beobachtung gegeben. 

Im Falle a) ist der zur Bestimmung des Problems noch erforder- 
liche Punkt S des Parallels PR direct durch die Coordinaten MO 
und AfS, in dem Falle b) durch den Durchschnitt des Declinations- 
kreises NG und des durch S gelegten Almikantharets, im Falle c) 
durch den Durchschnitt desselben Declinationskreises und des Höhen- 
kreises AfZ gegeben, so jedoch, dass in den beiden letzten FäUen 
die Lage des Punkts nur durch die hier jedes mal mit auftretende 
Bedingung iVS «=« 90— d ihre völlige Bestimmung findet 

In den beiden ersten Fällen sind zwei Seiten und ein (J^en- 
winkel, in dem letzten Falle eine Seite, ein anliegender und ein Gegen- 
winkel des Dreiecks Zenith-Pol-Stern gegeben, so dass sich in allen 
drei Fällen — von der oben berührten Zweideutigkeit abgesehen - 
ohne Weiteres die Seite NZ^ d. h. die Aec|Batorhöhe, berechnen lässt. 



B. 
Methoden, welchen die Kenntniss der Deolination zu Grunde liegt 

Die Ebene des Parallelkreiscs, dessen Neigung gegen den Hori- 
zont gesucht wird, erscheint in diesem Falle zunächst nur als ße- 
rührungsebene einer Kugel vom Radius rsind (vgl. weiter oben). 
Ihre ausreichende Bestimmung erfordert mithin noch zwei weitere 
Bedingungen. 
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Die Natur der Anfgabe fQbrt hier anf folgende Fälle: 
a) Zwei Höhen und die entsprechende Äzimothdifferenz, 
h) Zwei Höhen und die Zwischenzeit beider Beobachtnngen, 

c) Eine Höhe, eine Azimathdifferenz nnd die Zwischenzeit der 
Beobacbtangen, 

d) Zwei Azimuthftndernngen nnd die beiden zngehdrigen Zdt- 
incremente 

sind dnrch Beobachtnng ermittelt 

Ans Fig. 1. erhellt, dass der NeigangBwinkel des Parallels PR 
gegen den Horizont HO gegeben ist, sobald man die 

Hohe SM -^h 
die Höhe S'K=h' 
nnd die ArimnthdifFerenz 

EM= dm 

beobachtet bat. Auf den Anfangspunlit der Azimnthe — ob die- 
selben vom Sfldpnnkte oder von irgend einem andern Punkte des 
Horizonts ans gez&lilt werden — kommt es dabei nicht an. Denn 
die Verschiedenheit des Anfangspunkts ändert zwar die absolute Lage 
des Parallels in Bezng auf den Horizont, ohne indessen den Neigungs- 
winkel za afficiren. Die Berechnung der Aeqnatorböbe NZ ist übri- 
gens der nach Methode b) (der s. g. Donnem'schen Methode) ganz 
analog. Beide Male ergiebt sich dieselbe durch Auflösung der Drei- 
ecke ZSS\ SNS' und NSZ und zwar muss das eine Hai Tom Drei- 
eke ZSS', das andere Mal vom Dreiecke SNS' ausgegangen werden. 

Was die Methode c) betrifft, so sind zunächst in dorn Dreiecke 
SNS' zwei Seiten und der Zwischenwinkel [NS ^ NS' = 90 — S und 
Wkl. SNS' =• Zwischenzeit) gegeben. Aus der Auflösung dieses Drei- 
ecks findet sich sodann die Seite SS'. Mit dieser, der beobachteten 
Höbe h oder h', sowie ller Azimntfadifferenz SZS' =: da lässt sich 
die Berechnung des Dreiecks SZS' und nftchstdem die des Dreiecks 
NSZ ansftkbren. 

Sind — wio in Methode d) — ausser der Declination {i) zwei 
Azimutbändernngen {da, i^u,) und die entsprechenden Zeitincremente 
(^0, da') gegeben, dann lassen sich ans erstem nnd den beiden 
letztern (Fig. 2.) leicht die drei Seiten SS', SS' und S'S" finden. 
Man hat nämlich: 

.SS' , , Ja 

sin -5- — cos . sm -s- 
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. SS" ^ . Ja+Ja' 
sm-^— = C080. sin s 

. S'S" , . Ja' 

sm— ö~ = cos 0. sin -ö-' 

Mithin sind die beiden Winkel am Zenith (/fto nnd ^o>|) sowie 
das ^5/S'iS" bekannt, und die Aufgabe reducirt sich auf das ,JPothe- 
uot'sche Problem auf der Eugeloberfläche^'. Die Bedingungsgleichongen 
sind folgende (wenn mit 0, z\ z" die allein noch unbekannten Zenith- 
distanzen der Punkte /S, S\ ^' bezeichnet werden): 

cosSS* » cos ;7 cos ;;'-{' 8^^^^^ ^^OB^fco 
cos iS'5"« cos a'cos i8"+ sin e'sin /'cos J<o' 
cosSff' « cosÄC08»"+sin«sinaf"cos(^^a)+ dm^). 

Die allgemeine Auflösung dieser Gleichungen fahrt auf eine Glei- 
chung des 4. Grades. Man findet sie u. A. in dem Lehrbuche der 
Trigonometrie von E. Heis, auf das wir deshalb hier verweisen. 

Sehr einfach gestaltet sich die Auflösung, wenn die Azimuth- 
differenzen Jcd und Jm* beide = 90® gewählt werden — ein Fall, 
der wohl auch vom praktischen Standpunkte aus die grössere Be- 
achtung verdient. Man hat nämlich: 

cos 55' = cos« cos a' 

C08S'5"=« COSa'cOSa" 

55"=.«+«". 
Durch Division der beiden ersten Gleichungen folgt: 
cos« cos 55' 



n *™" ^^^ cff c^'* 



Hieraus : 



cos «" cos S'^ 



cos 55' ,, 



Also: 



tga== 



COS 55' _^- 

COS 55' ^^- , cos 55' . ^_, . 
^^^^,cos55'cos«+^^^^^,8m55 sm« 

cos 5'5"— co855'cos SS^' 



Nächstdem ergiebt sich: 



cos 55'sin 55" 



z"^S&'—z und 




) 
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, COS 55' 



COS« 



COS« 



Bezeichend für die vorstehende Methode ist, wie man sieht, der 
Umstand, dass sie weder die Eenntniss des Meridians noch die Be- 
obachtoog von Höhen erfordert. Wir werden später noch auf eine 
andere, ihr ähnliche Methode stossen, die selbst die Notwendigkeit 
einer Kenntniss der Declination ausschliesst 



C. 
Auf die Kenntniss der Lage des Meridians gestützte {Methoden. 

Die Ebene des Stemparallels steht senkrecht auf der Ebene des 
Meridians und hat ausserdem noch den beiden (durch Beobachtung 
gefundenen) Punkten S und S* (Fig. 1.) zu genügen. Jeder dieser 
Punkte, z. B. 5, kann nun gegeben sein 

entweder durch Azimuth und Höhe, 
oder durch Stundenwinkel und Höhe 
oder durch Stundenwinkel und Azimuth. 

Dabei ist jedoch zu beachten, dass durch Stundenwinkel und Höhe 
oder durch Stundenwinkel und Azimuth allein — so lange der Pol 
unbekannt — die Lage eines Punktes nicht hinreichend bestimmt, 
vielmehr erst durch die hier stets mit hinzutretende Bedingung: 

NS = NS* 

die Lage beider Punkte fixirt wird. 

Im vorliegenden Falle wird man also im Ganzen 6 verschiedene 
Methoden erwarten dürfen, nämlich: 

a) jeder der beiden Punkte ist durch Azimuth und Höhe, 

b) beide Punkte sind durch Stundenwinkel und Höhe, 

c) beide Punkte sind durch Stundenwinkel und Azimuth, 

d) der eine Punkt ist durch Azimuth und Höhe, der andere 
durch Stundenwinkel und Höhe, 

e) der eine Punkt ist durch Azimuth und Höhe, der andere 
durch Stundenwinkel und Azimuth, 

f) der eine Punkt ist durch Stundenwinkel und Höhe« der an- 
dere durch Stundenwinkel und Azimuth 

gegeben. 
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In diesen sämmtlichen FftUen wird ttbrigens — zam unterschiede 
von den unmittelbar vorhergehenden Methoden — nicht blos die 
Höhe des Pols, sondern auch dessen absolute Lage in Bezog auf den 
Horizont gefanden. 

Fall a) 

In dem /^NZS' (Fig. 1.) kennt man die Seite S'Z« 90— A' 
und den Winkel NZS^ — 180 — «', analog in dem ^ NZS die Seite 
iSZ=: 90— A und den Winkel NZS -= 180— o>. Wir haben deshalb: 

cosAS «= cosj^^Z.sinÄ -f-sinj^^ZcosÄ cos(180— ») 
cos NS ' =o cos NZ . sin ä'+ sin iVZcos h' cos (180 — «')• 

Da NS ^ NS\ so folgt durch Gleichsetzung: 
cosi^ZsinA— sinj^^ZcosAcosoD — cosjYZsinA' — sin^ZcosA'.coBM' 
und hieraus, durch Division mit cosj^^Z: 

sinÄ' — sinA 



tgNZ 



COSA'cOSOd' — cos A cos CD* 



Fall b) 

Aus dem C^NZS' ergiebt sich: 

sinÄ' = cos NS\ cosiVZ-j-siniVS'. sin NZ, cos o\ 

aus dem {^NZSi 

sinÄ « cosAÄ.cos-^Z+sinA/S.sinAZ.costf 

Durch Fortschaffung von NS '^ NS' folgt die gesuchte Gleichung for 
die Aequatorhöhe NZ. 

Fall c) 

Aus 

.^j^r,. _ tg(18G-«>0.siniVZ 

^^^ — sin tf '+ tg (180 — w') cos a'cos NZ 
und 

,^^q__ tg(180-üi)siniyz 

^ ■" sin tf-f tg(180— tt))cosa cosiVZ 

erh&lt man durch Gleichsetzung von tgNS' und tg^iS unter nach- 
folgender Division mit sin i^Z sofort eine Beziehung für cos NZ. 
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Fall d) 
Man hat: 

cos iVS «= cos NZsin h + sin ^Zcos h cos (180 — co) 
und 

8inÄ'= cosiVS'cosiVZ+siniVS'siniVZcostf'. 

Die Elimination von NS^^'NS' fOhrt auf die verlangte Relation fOr NZ, 

Fall e) 
Es ist 

cos NS = cos j^^Zsin ä + sin JYZcos h cos (180 — ») 
und 

,^y^/_ tg(180~a)0.siniyz 

^^^ "^ sin a'+tg (180—0)') cos o'.cosiy^Z' 

woraus, unter Berücksichtigung der Gleichheit von NS und N8' die 
Aeqoatorhöhe NZ erhalten wird. 

Fall f) 

Durch Fortschaffung von NS = NS' aus den Gleichungen: 

sinÄ — cobNS ,cosNZ'\-BiuNS8inNZco^a 

t^m' - te(18O-a)0siniVZ 

^ sin tf'+ tg (180— w') cos tf' cos NZ 

ergieht sich A'Zl 

D. 

Methoden, welche von der Kenntniss der Declination und des MeHdIent 

unabhin^ eind. 

Die Beobachtungen müssen sich hier stets auf drei, in einem 
Falle sogar auf vier Punkte des Stemparallels erstrecken. 

Am leichteste gewinnt man eine Uehersicht über alle hier mög- 
lichen Methoden, wenn man sie einteilt: 

1) in solche, bei denen drei Höhen, 

2) in solche, bei denen zwei Höhen, 

3) in solche, bei denen eine Höhe 

zu den beobachteten Elementen gehören, 

4) in solche, welche von Höhenbeobachttingen unabhängig sind. 
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Dl. 

Sind drei Höben (A, h\ h") oder, was dasselbe ist, drei Zenith- 
distanzen (s, »\ »') gegeben (s. Fig. 2.}^ dann bedarf man zor Lösong 
der Aufgabe nocb ausserdem 

entweder I) der beiden zugehörigen Azimuthdifferenzen (^», ^m^) 
oder II) der beiden entsprechenden Zeitdifferenzen (^tf, /t^^) 
oder in) eine Azimuthdifferenz (Ja)) und eine Zeitdifferenz (^0'). 

Im Falle I) hat man aus den Dreiecken NZ8'\ NZS\ NZSi 

sin Ä— sing» cos«" 



cos« = 



cos(a-{'^<^i) 



cos (« -j-^^i"! ~h ^<^) 



cos 9» sin j/' 

Bintf — sin y cos g^ 
cos 9» sin»' 

sind — sinycosg 
cos<psins 



In diesen drei Gleichungen sind nur die Grössen o, d und fp 
unbekannt Eine elegante Auflösung derselben verdankt man Gaus 
(vgl. u. A. „Samml. u. Aufl. Mathem. Aufgaben von K. H. Schell- 
bach", p. 172.). 

Im Falle II) wo ausser den Zenithdistanzcn die beiden Zwischen- 
zeiten ^0 und Jö' bekannt sind — ergeben sich folgende Gleichungen : 

.SS' . , /Ic 

sm-g- = cososin -^ 

sin— o— == cos sin -ö- 

. SS" . . Jö+^c' \ (m) 

sin— 2* =• cososin -^ — ^ ^ ' 

coSiS/S' « cos«'cos«-|-sin«sin«'cosz^a> 

cos S'S' «= cosÄ'cos»"+8in «'sina"cos ^:/o>' 

cos 5/S'' = cos «cos a"+ siu « sin «"cos {dca -|- ^^w') 

Substituirt man aus den drei ersten Gleichungen die Werte von 

SS' S'S" SS* 

sin-x-» sin » > sin-ö" in die drei letzten (indem man setzt 

ÄS' 

cos/SiS'= 1 — 2 sin* -2" u. s. f.), dann bleiben drei Gleichungen mit 

den Unbekannten d, z^od, Jvi\ deren Lösung zwar mit Umständen, 
aber keinen erheblichen Schwierigkeiten verknüpft ist 
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im Falle lU) kann man sich derselben 6 Gleichungen znr Aaf- 
lösnng bedienen. Nnr erscheinen diesmal die QrABsen SS', S'S", 
SS", S, ^ff, ^<o' als die Unbekannte 



Sind zwei Höben aus Beobachtno 
einerlei, ob h und h' oder h und h" 
man ans der folgenden Uebersicht al 
wo namentlich der erste Fall — ol 
entsprechend — eine eigenttlmliche 

Beobachtet sind 



entweder 


1) 


:»,»', 


Ja, 


Jt 


oder 


2): 


A, J'. 


dat. 


Ju 


oder 


3) i 


: h, h'. 


Ja, 


de 


oder 


4) ; 


A, r. 


, Jai, 


da 


oder 


6) : 


: *, r, 


.J., 


de 


oder 


6) 


: h, h" 


,"', 


da 



Im Falle 1) hat man zuerst d 
ZSS' aa&ulösen. Ans der so gcfun 
bin gegebenen Zeitunterschiede da 
Q. s. f. 

In allen andern Fällen (2 bis i 
D, zu Hflife zu nehmen. Diese G 
halten 11 Elemente, von denen hie 
gesetzt werden. Die tatsächliche i 
einer Specialnntersachung sein. 

Dj. 

Kennt man nur eine einzige Ht 
A" — , dann bleibt blos der eine Fi 

Gegeben: A, Jto, 

Aach hier hat man in den meh: 
ausreichende Zahl von Bedingnugsgl 



Ein hervorragendes [ntereseo i 
in Anspruch, wo über gar keine Häb 
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sowenig die Eeniitniss der Declination and des Meridia&s voraus- 
gesetzt wird. 

Der Stern muss alsdann in 4 Positionen 5, 5', S" und S*^ (Fig. 
2.) beobachtet werden und zwar bilden folgende 6 Stücke dieG^en- 
stände der Beobachtung: 

z/«, z/<f, Jto\ J6\ z/w", z/o". 
Es ergeben sich damit leicht nachstehende Gleichungen: 

yltt 

cosÄ/S'« 1 — Scos^Äsin^-g- = (M%»co%%*'\-miz^z'c/o^^m 

Ad* 

cosÄ'Ä"-» 1— 2cos*Äsin*-H- = cosÄ'cos»"+sin»'sin»"cos^/a>' 

cosjS"jS*^— 1— 2cos*dsin*— 2" -=» cos»".cos«*?'+sin«"8in«*^co8^w" 

C0S/S5" — 1 — 2cos**sin* -^ 

— cos»co8«"+sin»sin»''cos(^/a)4-^w') 

C085Ä-' - 1 - 2 co8«d Bin« ^^"*"^^'"*" — 

«= C0S3C0S«*'4" sinÄsina^cosC^/w+^w'+^w") 

cohS^S^^ 1 — 2cos*ösin* k 

« cos«'coB3*4"Sraa'sin«*'co8(^/a)'4- ^o)"). 



Da nur d, s, «', a'' und saf" unbekannt sind, so genügen offenbar schon 
5 dieser Gleichungen zur Bestimmung des Problems. 

Ein Specialfall verdient hier namentlich Beachtung, deijenige 
nämlich, wo jedes der drei beobachteten Zwischenazimuthe Ato^ Acn' 
und Aa^' » einem Rechten. Dies setzt allerdings voraus, dass ein 
Azimuthfall von mindestens 270^ der Beobachtung zugänglich ist (in- 
dem je zwei Beobachtungen in entgegengesetzter Lage des Fernrohrs 
angestellt werden). Die Gleichungen vereinfachen sich aber alsdann 
der Art, dass sie eine Auflösung ohne Schwierigkeit zulassen. Man 
erhält nämlich durch zweckmässige Division (mit Berücksichtigung 
von cos Am = cos^^oo' u. s. f. = 0): 

Ao 

1 — 2cos*dsin*-ö 

^ cos« 



l-2co8»*8in«^ ««"' 
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1 — 2coB*08in* ■ — 5—^ 

2 C08< 

c% ttJi • 9^^' *" COS«" 



Biovach: 



1— 2co8M8iii«^ 1 — 2co8«d8in» ^^+^;f +^^ 



1 — 2coB*Ä8in*-2~ 1— 2co8*d8in*— 5- 

woraus sich, nach Entfernung der Nenner, sofort der Wert von cosd 
herleitet, nnd n&chstdem, in Verbindung mit der 4. der obigen Glei- 
chungen, auch die Werte von «, /' ergeben u. s. f. 



Bei der vorstehend gegebenen Uebersicht der Methoden zur Be- 
stimmung der Polhohe ist wesentlich nur der mathematische Ge- 
sichtspunkt festgehalten worden, gleichviel, ob die eine oder andere 
Methode astronomisch verwertbar oder wegen der auftretenden und 
nicht zu beseitigenden Beobachtungsfehler zu praktischen Zwecken 
ungeeignet erscheint. Hier war es lediglich unsere Absicht, alle 
theoretisch zum Ziele führenden Methoden aufzusuchen und zu classi- 
fidren. Dabei sind in der Regel nur die allgemeinen Methoden her- 
vorgehoben worden, während Specialfälle ausser Acht gelassen wurden. 
Diese entstehen, wenn die Beobachtungselemente besondere Werte 
annehmen, wenn z. B. die Höhe h « Null, d. h. der Stern bei seinem 
Auf- oder Untergange beobachtet wird u. dgl. Solcher Specialmetho- 
den giebt es selbstredend eine geraume Anzahl, und es macht nicht 
die mindeste Schwierigkeit, sie heraus zufinden. Insbesondere ist 
hierher die bekannte Methode zu rechneu, die Polhöhe als das arith- 
metische Mittel der beiden Meridianhöhen eines Circnmpolarstems 
zu bestimmen. Dieselbe reiht sich offenbar derjenigen der obigen 
Methoden an, bei denen der Meridian als bekannt vorausgesetzt wird, 
und erscheint insofern als specieller Fall, als die Stundenwinkel oder 
— wenn man will — die Azimuthe besondern Wert (0** und 180®) 
annehmen. Aehnlich verhält es sich mit der Methode, welche in der 

Gleichung 

90« — i)p «* — Ä u. s. f. 

ihren Ausdruck findet, wo (p die gesuchte Polhöhe, d die als be- 
kannt angenommene Declination, und h die beobachtete Meridian- 
höhe eines Sterns bezeichnet. J 
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Unerwähnt geblieben sind ferner Methoden von aasgesprochen 
astronomischen Charakter, so die vorzüglichste unter allen bis jetzt 
in Anwendung gebrachten Methoden, die Bessel'sche. Bekanntlich 
stützt sich dieselbe auf eine zweimalige Beobachtung der Höhe 
desselben Sterns im ersten Yertical, auf die Kenntniss der Beobaeh- 
tungszeiten u. s. f., während die Declination ebenfalls als bekannt 
vorausgesetzt wird. Unter dieser letztem Voraussetzung genfigt aber 
zur Bestimmung der Polhöhe — wenn man die Sache rein mathe- 
matisch nimmt — schon die einmalige Beobachtung der Höhe 
eines Sterns im ersten Yertical. Denn damit ist im Dreiecke Zenith- 
Pol-Stern ausser der Declination und Höhe auch das Azimuth (» 90^ 
oder 270^) gegeben. Alles Andere, was nach Bessel's Methode noch 
beobachtet wird, kann mithin nur den Zweck haben, die Fehler der 
Voraussetzungen, der Beobachtungen und des Instruments zu elimi- 
niren. Dasselbe gilt von der Methode der correspondireuden 
Höhen. Die Zwischenzeit beider Höhen ist der doppelte Stonden- 
winkel, der deshalb auf diesem Wege gefunden werden kann. Dem 
Mathematiker aber ist es gleichgültig, ob der Stundenwinkel durch 
directe Messung (mittelst Aequatorialinstrumente) oder wie immer er- 
mittelt wird. Für ihn bleibt allein der Umstand bestimmend, dass 
in der obigen Methode Declination, Stundenwinkel und Höhe eines 
Sterns als bekannt angenommen werden. 

Wird der Stern zwar in correspondireuden Höhen beobachtet, 
aber nicht diese, sondern die entsprechenden Azimuthe berücksich- 
tigt — ein Verfahren, das man die Methode der correspondiren- 
den Azimuthe nennen könnte — , dann bildet die Azimuth di f- 
ferenz, auf welche es hier allein ankommt, das Doppelte des vom 
Meridian aus gezählten Stemazimuths, während die Zwischenzeit 
beider Beobachtungen wieder den doppelten Stundenwinkel angiebt 
Mathematisch betrachtet fällt die Methode also mit derjenigen za- 
sammen, bei der Declination, Stundenwinkel und Azimuth die Data 
bilden. U. s. f. 

Die nächste Aufgabe würde nun darin bestehen, einerseits die 
oben blos skizzirten Methoden mathematisch zu vollenden — so weit 
dies überhaupt angeht — , andererseits dieselben durch diejenigen 
Methoden zu ergänzen, welche aus der Beobachtung mehrerer 
Sterne resultiren. Wir denken auf Beides später zurück zukommen. 
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XVI. 



Ueber rationale Regelflächen vierten Grades. 



Von 

Adolf Ameseder. 



Im ersten Abschnitt dieser Arbeit behandeln wir die allgemeine 
Regelfläche vierten Grades, jedoch in knrz gedrängter Darstellnng, 
da wir nicht erfahren konnten, was über diese Fläche bereits bekannt 
ist und uns insbesondere die von Cremona über diesen Gegenstand 
TeröffenUichte Abhandlung: „Sülle snperficie gobbe di qnarto grado, 
Memorie dell' Accademia di Bologna, 1868^^ derzeit nicht erreich- 
bar ist. 

Zum Ausgangspunkt dieser Untersuchung wählten wir die — sich 
zu diesem Zweck besonders eignende — Entstehungsart der Fläche 
durch zwei projectivische Tangentenebenen-Systeme zweiter Classe. 

Wir bewiesen n. A., dass auf der Regelfläche unendlich viele 
Kegelschnitte liegen, und dass die Ebenen derselben eine allgemeine, 
developpable Fläche dritter Classe umhüllen, benutzten diese Eigen- 
schaft zum Uebergang zu der noch nicht behandelten Regelfläche 
{^) vierten Grades, mit einer einfachen Leitgeraden; indem wir 
zeigten, dass, wenn ein der Fläche eingeschriebener Kegelschnitt in 
zwei Gerade degenerirt, dies mit allen geschieht, und alle ein und 
dieselbe Gerade — die einfache Leitlinie — zum Bestandteil haben. 

Hierauf wandten wir uns der Beschreibung der interessanteren, 
der eben genannten reciproken Regelfläche <D^, mit einer dreifachen 



340 Amtsed er: Ueber rationah Regtlßächen pürien Grades. 

Geraden zu; am im letzten Abschnitt jene Eigenschaften der ^>e- 
cialität dieser — der Fläche mit einer einfachen und dreifachen Ge- 
raden — zor Sprache zu bringen, durch welche sie sich von den 
früher erwähnten unterscheidet. 

Halas in Ungarn, im December 1879. 



Die allgemeine rattonale Regelfliehe fierten Orades. 

Art. 1. Zwei projectivische Tangentenebenen-Systeme r,, r^ auf 
zwei Kegeln ^x^ ^i^ zweiten Grades erzeugen eine Regelfläche f^ 
vierten Grades. Denn legen wir aus einem Punkte « einer beliebigen 
Geraden g die zwei an Kj* möglichen Tangentialebenen r,', t,", so 
entsprechen diesen in T^ zwei Ebenen, und zwar der Ebene t/ — 
die Ebene r,' und der Ebene r^" -— die Ebene r,". 

Diese Ebenen schneiden g bzw. in den Punkten ß' und ß^\ wel- 
che, wie leicht einzusehen, mit o in zwei-zweideutiger Beziehung 
stehen. Lassen wir einen dieser drei Punkte die Gerade g durch- 
laufen, so bilden die ihm entsprechenden auf g eine Reihe, welche 
der durch ihr gebildeten zweideutig verwandt ist. Beide coaxialen 
Reihen haben also vier Doppelpunkte d^^ 6^, ^3, ^4, und jeder der- 
selben hat die Eigenschaft, dass sich in ihm zwei einander entspre- 
chende Ebenen der erzeugenden Gebilde schneiden, d. h. dass er anf 
Erzeugenden e von f^ liegt. Die (Gerade g schneidet vier Erzeugende 
der untersuchten Fläche — diese ist vom vierten Grade. 

Der im 63ten Bande des Crelle'schen Joumales befindlichen Ab- 
handlung Schröters entnehmen wir, dass das Erzeugniss zweier pro- 
jectivischer Tangenten-Systeme auf zwei Kegelschnitten eine Curve 
vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten Cq* ist Eine Ebene von 
allgemeiner Lage schneidet nun T^^ und T^^ in den bezeichneten, 
erzeugenden Gebilden, also f* selbst in einer Curve Q*, woraus un- 
mittelbar folgt, dass f* eine Raumcurve D^ dritter Ordnung zur Dop- 
pellinie hat. Dass diese Doppellinie nicht degenerirt, sehen wir 
wieder aus dem 38ten Artikel unserer Abhandlung: „Theorie der 
Regelflächen vierten Grades mit einer Doppelgeraden und einem Dop- 
pelkegelschnitt'^ ^), in welcher wir die Bedingungen unter welcher die 
D^ in eine Gerade und einen Kegelschnitt zerfällt entwickeln; anch 



1) Sitsungsb. d. k. Akad. d. Wies, zu Wien vom Februar 1S79. 




k 
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ist bei der Allgcmeinhoit der Annahme ein derartiges Zerfallen der 
Doppellinie ohnehin ansgeschloBsen. 

Eine dnrch eine Erzengende gelegte Ebene bestimmt anf f^ eine 
Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt. Eine Ebene JK, welche 
dnrch zwei Erzeugende e', c" gelegt wird, die sich, selbstverständlich 
ra einem Punkte a von D^ schneiden, hat mit f* noch einen Kegel- 
schnitt C* gemein, welcher a nicht enthält, jede der zwei Erzeugen- 
den aber, ausser in ihren zweiten mit D^ gemeinschaftlichen Punkten 
ß' bzhw. ß", in noch je einem Punkte b' und ä" schneidet, welche Punkte 
die Berührungspunkte der Doppeltangeuteuebene E mit {^ sind. 

Durchläuft « die Curve Z>^, so umhüllt JE eine developpablo 
dritter Classe, vierter Ordnung)!«/*, welche man auch als den geo- 
metrischen Ort der Geraden b'b" ansehen kann ^). 

Jeder Kegelschnitt C^ schneidet D^ in zwei Punkten ß\ ß'\ wo- 
gegen zwei willkürlich gewählte der unendlich vielen f^ eingeschrie- 
benen Kegelschnitte sich nicht schneiden. 

Jede Erzeugende begegnet einem C^ nur einmal, woraus folgt, 
dass man f* auch als Erzeugniss zweier projecti vi scher Punktsysteme 
anf zwei Kegelschnitten von möglichst allgemeiner Lage ansehen 
kann. Auch ist unmittelbar klar, dass f* durch D^ und einen C^ 
eindeutig gegeben ist, weil eine Gerade e, welche sich derart bewegt, 
dass sie constant eine zweipuuktige Secante von D^ und eine ein- 
punktige von 6'* bleibt, dem Gesagten zufolge, eine f* erzeugt, welche 
Lfi zur Doppelliuio hat und durch 6'^ einmal geht. 

Ebenso ist f* durch zwei Kegelschnitte und drei Erzeugende be- 
stimmt, da die genannten Erzeugenden ebensoviele, einander ent- 
sprechende Punkte der früher erwähnten, auf allen C^ von den Er- 
zeugenden der f* bestimmten Punktsysteme fixiren. 

Art. 2. Die reciproken Betrachtungen sind leicht zu bilden. 

Der aus einem Punkt P des Raumes der f^ umschriebene Kegel 
K^% ist von der vierten Classe und sechsten Ordnung, er hat die 
aus F an d^ gelegten drei Tangentialebenen zu Doppeltangenten- 
ebenen *). 



1) Siehe Art. 5. 

2) Die Ciassenzahl eines einer Regclfläche umschriebenen Kegels ist immer 
gleieh der Gradznhl derselben; während die Ordnungszahl desselben gleich der 
CUisenznhl des allgemeinsten ebenen Schnittes der Fläche ist. 

TaULXT. jflB^ >^ 
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Liegt P auf f^, so degenerirt K^^ in einen Kegel K^^ dritter 
Classe, vierter Ordnung und ein Ebeneabüschel, welches die dnrck 
F laufende Erzeugende e zur Axe hat Der Kegel JT,^ hat jene aus 
P an d^ gelegte Tangentialebene zur Doppeltangentenebene, welche c 
nicht enthält. 

Für einen Punkt c der Doppellinie D^ zerfällt K^^ in die durch 
die in a sich schneidenden Erzeugenden e', e" bestimmten zwei Ehe- 
nenbttschel und einen Kegel K* zweiten Grades, welcher auss^ der 
Ebene (c'c") jede der zwei aus a und d^ gelegten Tangentenebeaen 
berührt. 

Zu dem System dieser Kegel, welche sämmtlich ihre Spitzen auf 
D^ haben, gehören auch die Trägerkegel iT,* und iT,* der f* erzeu- 
genden Gebilde. Um dies zu beweisen, legen wir durch die ^itze 
fifj von Kj^ die zwei Tangentialebenen t^', t^" an K^^; jeder entspricht 
auf Kj* eine Tangentialebene r/ bzw. Tj", welche Ebenen mit den 
ersten die zwei durch o^ gehenden Erzeugenden e/, f/' von f* liefern. 
Es schneiden sich also sowohl in der Spitze von K^^ als auch in der 
von Äj* zwei Erzeugende, d. h. jede derselben liegt auf Ifi, 

Umgehrt ist aus der Bemerkung, dass jede Erzeugende der Fläche 
einen Kegel K^ berührt, und ein solcher durch diesen Berührungs- 
punkt eindeutig bestimmt ist, unmittelbar klar, dass irgend zwei der 
Fläche umschriebene Kegel zweiten Grades als Träger zwder pro- 
jectivischer f* erzeugender Tangentenebenen -Systeme angenowineo 
werden können. 

Aus dieser Tatsache folgt die Eigenschaft der Regelfläche f^ durch 
ihre Doppellinie D^ und fünf Erzeugende c^, e, ... 65 eindeutig be- 
stimmt zu sein. Denn legen wir durch irgend einen Punkt a von 
D* und die fünf Erzeugenden die Ebenen -B,, E^ ... ü?», so bestimmen 
diese einen f* umschriebenen Kegel iT^, der, wenn « die Curve /)* 
durchläuft, die behandelte Regelfläche zur Enveloppe hat Jede der 
gegebenen Erzeugenden kann durch einen Punkt ersetzt werden, weil 
durch einen solchen eine Erzeugende von f^ als zweipunktige Secante 
von D^ vollkommen fixirt ist 

Art. 3. Die zwei Erzeugenden c', c", welche sich in einem Punkte 
tt von D^ schneiden, treffen diese Curve noch in je einem Punkte ß\ 
ß"] welche wir kurz als die dem Punkte a conjugirten bezeichnea 
wollen. 

Wir können aber auch ß' und /3" als einander emtsprechende 
Punkte betrachten, diese Zuordnung gibt uns ein Mittel an die Hand 
zu bestimmen, wie oft die sich in einem Punkte a von D^ schnei- 
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denclen Erzengenden coincidiren, d. h. wie viele Cuspidalpnnkte die 
Regelfläche besitzt. 

Die zweite Erzeugende fj, welche durch ß' läuft, schneidet Ds 
noch in «j, durch welchen Punkt auch noch eine, der Curve D^ in 
ßi begegnende Erzeugende fi' geht. Da der Punkt ß^' in derselben 
Weise wie /3" dem Punkte ß' zugeordnet ist, sehen wir, dass die Be- 
ziehang zwischen ß' und ß" eine zwei-zweideutige ist. Projiciren wir 
/>*, und also alle Punkte ß\ ß" aus irgend einem Punkte «h dieser 
Curve; so erhalten wir einen Kegel zweiten Grades («hA)^)i dessen 

Erzeugende (tnß\ onff\ . . . zwei-zweideutig auf einander bezogen sind. 
Beide Strahlensysteme haben bekanntlich vier Doppelelemeute, d. h. 

e« ftllt onß' viermal mit unß" zusammen, wenn sie den Kegel (ttnD^) 
beschreibt. Ebenso oft coincidirt notwendig auch ß' mit ß'\ da ja 
jeder Kante des Kegels {onD^) die Curve D^ nur in einem variablen 
Punkt schneidet. 

Wir können jedoch auch in anderer Weise zeigen, dass unter 
allen Erzengenden von f*, viere existiren, deren jede aus zwei un- 
endlich nahen, in einem Punkt von D^ sich schneidenden Erzeugen- 
den besteht. 

Zu dem Ende legen wir durch untt und die ihr coi^ugirten Kanten 

ttnß* und a»/J" die Ebenen (aHaj3') und (anaß"). Die Oesammtheit 
derselben umhüllt den f^ aus on umschriebenen Kegel zweiten Grades 

K\ welcher {cinD^) in vier Erzeugenden «wc,, ow<?8, «wCa und anc^, 
and daher D^ in den vier Punkten c^, c^, Cg, c^ schneidet. Um unter 
Vermittlung von K^ jene zwei Erzeugenden e', e" zu construiren, 

welche sich in dem Punkt a von D^ begegnen, legen wir durch orn« 
die zwei Tangentialebenen an K^^ sie schneiden D^^ in den Punkten 
P' bzhw. ß>\ welche mit « verbunden bereits e' und e" liefern. Wir 
sehen auch, dass, wenn o ausserhalb K^ lag, die ans ihm an den 
Kegel gelegten Tangentialebenen und mithin auch die Erzeugenden e' 
and e" reell getrennt sind. Bewegt sich a auf D^ so lange fort, bis 
er mit c^ coincidirt; so fallen auch die Ebenen dun^ß') und {untiß") 

mit der K^ längs onC| berührenden Ebene (anc^d^^ zusammen. Die 
Punkte ß* und ß" rücken unendlich nahe, einen Doppelpunkt d^ 
der durch sie bestimmten zweideutigen Punktsysteme bildend; die 
Erzeugenden e', e" werden zu benachbarten, unendlich nahen in c^ 
sich schneidenden Erzeugenden. Sie bilden eine singulare Erzeugende 

e|d| = e, von f^ welche die Eigenschaft hat, dass die durch sie und die 
Tangente i^ von X>^ in c^ bestimmte Ebene r, die Regelfläche längs 
ihrer ganzen Ausdehnung berührt Die Ebene v^ selbst wird Cuspi- 

16* 
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dalebene genannt; sie ist in ihren Eigenschaften dem Cnspidal- 
pnnkt cj reciprok. 

Die charakteristischen Eigenschaften des letzteren sind die fol- 
genden: 

Jede durch ihn gehende Gerade ist eine eigentliche Tangente der 
Regelfläche, da sie in ihm die zwei anendlich nahen, in e^ vereinigten 
Erzeugenden schneidet Jede Ebene des Büschels e, berührt die 
Regelfläche in ihm; weil die e^ benachbarte Erzeugende diese in r^ 
trifft. Die Regelfläche f* durchschneidet sich in irgend einem Punkte 
c von IP'^ der Winkel, unter welchem dies geschieht, wird durch die 
zwei Tangentialebenen i^^, B^ im bezeichneten Punkt gemessen, welche 
Ebenen wieder durch die Taugente t, von Z>^ in a, und durch diesen 
Punkt laufenden Erzeugenden e' bzhw. e" gegeben sind. Für den 
Punkt cj sind nun e' und e" identisch mit e^^ also die Ebenen Bi, 
B^ mit (cjTj), wenn Tj die Tangente von D^ in Cj ist — die Regel- 
fläche f* berührt sich im Punkte c, selbst 

Bewegt sich a in der eingeschlagenen Richtung auf D^ über c, 
fort, so gelangt er in das Innere des Kegels K^. Jetzt ist es nicht 
möglich aus ihm au K^ Tangentialebenen zu legen, diese sind und 
mit ihnen die zwei sich in a begegnenden Erzeugenden e', c" imagi- 
när. Der Puukt a ist im Gegensatz zu einem ausserhalb A'^ gelegenen 
Punkt von D^ ein ideeller Doppelpunkt der Fläche. Wir sehen also, 
dass die vier Cuspidalpunkte c„ <?g, cg, c^ von f* (jeder dieser Punkte 
ist ja ein solcher), die Doppelünie D^ in ebensoviele Strecken teilen, 
von welchen je zwei angrenzende ungleichartig, d.h. bzhw. eigentlich 
und ideell sind. 

Die Cuspidalebene v^ schneidet f^ in einem eigentlichen Kegel- 
schnitt C^, der Ci ausser in d^ in einem Punkte i^ schneidet Jede 
in vj durch t, gezogene Gerade hat in diesem Punkt mit f* drei un- 
endlich nahe Punkte gemein, weshalb wir ihn und jeden der drei 
andern, in derselben Weise construirten Punkte /g, i^, ?4 Inf lexions- 
punkt der Fläche nennen. 

Art. 4. Legen wir durch einen Punkt P und eine Erzeugende e 
von f^ die Ebene jy, so berührt diese die Fläche in einem auf e lie- 
genden Puukt Ik Lassen wir e nach einander alle möglichen Lagen 
einnehmen, so umhüllt bekanntlich E den f^ aus P umschriebeneo 

Kegel, den wir auch als geometrischen Ort von Pb ansehen können. 

Coincidirt c mit einer singulären Erzeugenden c, so fällt J'b mit der 
Verbinduugslinie des Punktes P und des auf e liegenden Cuspidal- 
puuktes c zusammen. 
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Jeder der Regolfläche umschriebene Kegel {K^% K^% Ä^*, if^^ 
^3*i ^8*, Ä"^) berührt, dem Gesagten zufolge, die singulären Erzeu- 
genden in den Cnspldalpunkten. Wie leicht zu beweisen ist, gilt 
dieser Satz in seiner ganzen Allgemeinheit nur fttr die Kegel Ä^^ 
JT,* und K\ d, h. nur diese gehen durch alle vier Cuspidalpunkte ; 
während Ä^*, Ä^* und K^\ deren Spitzen bzhw. in einer, zwei oder 
drd Cuspidalebenen liegen, resp. drei, zwei und einen Cuspidalpunkt 
enthalten. 

Für die Kegel K^^ deren Spitzen sich auf Z>^ belinden, ist noch 
ZQ erwähnen, dass sich innerhalb derselben nur imaginäre ^) einfache- 
nnd ideelle Doppel-Punkte befinden; während jeder ausserhalb der- 
selben gelegene Funkt von f* reell und eigentlich ist. 

Dies beachtend, betrachten wir den Schnitt von f^ mit irgend 
einer Fläche f* nter Ordnung. Er ist von der 4/*ten Ordnung und 
hat die 3n Schnittpunkte a von D^ und. f^ zu Doppelpunkten. Die 
Tangenten in einem derselben erhalten wir als die Schnittlinien t^ 
und ^ der in ihm an f^ gelegten Tangentialebenen i^^, B^ mit der 
Tangentenebene T von f*». Enthält f»» einen Cuspidalpunkt c von f*, 
80 hat die Schnittlinie Ä*" beider Flächen in ihm einen Doppelpunkt 
mit coincidirenden Tangenten t^^t^^t-^ weil für einen solchen -Bj 
and B2 zusammenfallen. Die Curve B^** hat die Tendenz im Punkte 
c der durch ihre Tangente t angegebenen Richtung zu folgen; weil 
aber innerhalb eines K^ kein reeller einfacher Punkt der Fläche f* 
liegt, was doch sein müsste, wenn i?*" im Punkt c in das Innere von 
K* eindränge, d. h. einen Berührungsknoten mit einer von e ver- 
schiedenen Tangente hätte; sehen wir, dass jede auf f^ liegende Curve, 
welche durch einen Cuspidalpunkt läuft, entweder in ihm einen Rück- 
kehrpunkt hat, oder die durch ihn gehende singulare Erzeugende 
berührt. 

Dieser Satz gilt natürlich auch für ebene Curven. Ihm entnehmen 
wir, dass Regelfläche f*, ihren vier Cuspidalpunkten entsprechend, 
vier ebene Curven C3*, vierter Ordnung, dritter Classe, mit drei Rück- 
kehrpuukten hat; dass ferner jede Tangentialebene des aus einem 
Cuspidalpunkt c der f* umschriebenen Kegels Ä^^ die Fläche in einer 
Curve Cs* dritter Ordnung schneidet, die c zum Rückkehrpunkt hat. 
Jede Curve C^ hingegen, welche eine durch e gehende Ebene besitzt, 
berührt diese singulare Erzeugende in c 

Die Curve R^* schneidet jede Erzeugende in n und jeden f* ein- 
geschriebenen Kegelschnitt C^ in 2h Punkten. Von den n Schnitt- 



]) Weil jede Erzeugende einen jeden Kegel K* berührt. 
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punkten derselben mit einer singolären Erzeagenden, in weldien sie 
die durchgehende Cnspidalebene v berührt, ist jeder für v doppelt zu 
zählen, weil eben e als Schnitt von v mit f^ doppelt zn zählen ist 

Geht nnn f**, also anch R**^ durch t, den zweiten Schnit4>Diikt 
von e mit dem in v liegenden Kegelschnitt C^ den wir früher als 
Inflexionspunkt von f^ bezeichnet haben; so hat sie mit e ausser i, 
2n — 2 Punkte gemein und schneidet C* in i und in noch 2«— 1 
Punkten. Da aber R*** von v in An Punkten getroffen wird, sehen 
¥dr, dass die fehlenden drei Punkte in t vereinigt sind. 

Jede der Regelfläche f* eingeschriebene (ebene oder räumliche) 
Curve berührt die Cuspidalebenen in Punkten der singulären Erzeu- 
genden. Geht sie durch einen Inflexionspunkt der Fläche, so hat sie 
in ihm, im Allgemeinen bzhw. einen Inflexionspunkt , oder die durch- 
gehende Cnspidalebene zur Osculationseb^e. 

Art. 5. Die Berührungscurve B^ des aus einem Punkt Pdei 
Raumes der f^ umschriebenen Kegels K^^ ist von der sechsten Ord- 
nung; weil in jeder Ebene des Bündels P sechs Kanten von K^^ sind, 
und auf jeder ein Punkt von J9^, nämlich ihr Berührungspunkt mit 
f^ liegt. Die sechs Rückkehrkanten r^, rg ... r^ sind Tangenten der 
Berührungscurve, da diese im Allgemeinen keinen wirklichen Doppel- 
punkt, also auch keinen Rückkehrpunkt besitzt ^) ; sie liegen auf einem 
Kegel zweiten Grades und sind die in P sich schneidenden Haupt- 
oder Inflexionstangenten der Regelfläche f^. Dass dem wirk- 
lich so ist, sehen wir, indem wir durch r^ eine Ebene E legen; ne 
schneidet K^% weil r^ als Schnitt doppelt zu zählen ist, noch in vier 
Kanten «j, «^ ••• '4i deren jede als einfache Kante von K^^ auch eine 
einfache Tangente der Schnittcurve Q* von E mit f* ist; während 
r^, weil sie für zwei s gilt und nur einen Berührungspunkt hat, eine 
Inflexionstangente von QS also auch von f^ sein muss. 

Durch eine Gerade g des Bündels F kann man vier Tangentisl- 
ebenen an K^^^ legen, und in jeder liegt eine Tangente der Curve -ß*. 
Die Gerade g wird also ausser von den sechs, sich in P schneiden- 
den Tangenten von vier Tangenten, und zwar bzhw. in den Punkten 
Pi) Psi Ps9 Pi getroffen. Lassen wir g sich um P drehend, eine Eb^o 
E von möglichst allgemeiner Lage beschreiben, so erzeugen die 
Punkte pi ... P4 eine Curve zehnter Ordnung, welche in P einen 



1) Wenn man eine Raumcarve projicirt, so hilden sich die Berühroog^ 
punkte der aus dem Centrum an die Curve gelegten Tangenton als BQckkehr- 
punkte ab. Umgekehrt entspricht, im Allgemeinen, einer Spitze des Bildes 
eine aus dem Centrum an die Curve gelegte Tangente. 
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secbs^hen Punkt hat, und der Schnitt von E mit der durch die 
Tangenten von B^ gebildeten developpablen Fläche ist. Diese ist also 
▼oa der zehnten Ordnung und B^ selbst vom zehnten Rang. 

Befindet sich P auf einer Tangente t der Doppellinie 2>*, so hat 
B^ im Berührungspunkt b derselben einen wirklichen Doppelpunkt. 
Ist b ein Cuspidalpunkt, so ist er für B^ ein Rückkehrpunkt. 

Ist P ein Punkt der Regelfläche, so ist die Berührungscurve B^ 
von der fünften Ordnung und dem achten Rang; sie berührt in Pdie 
eigenüiche Haupttangente der Fläche. Ebenso sind die Doppelpunkts- 
tangenten der Berührungscurve B^ des aus einem Punkt a von D^ 
der f* umschriebenen Kegels K^ welche in a einem Doppelpunkt hat, 
Infleiionstangenten der Fläche. 

Während alle diese Berührungscurven, mit Ausnahme jener mit 
einem Rückkehrpunkt, die vier singulären Erzeugenden in den Cus- 
pidalpunkten tangiren ; tun dies die Berührungscurven der Kegel Ä^^, 
Ä^^undÄ^^ welche bzhw. von der 5, 4 und 3ten Ordnung sind, nur 
teilweise, d. h. sie berühren resp. nur 3, 2 und 1 singulare Er- 
zeugende. 

In Curven dritter Ordnung wird f^ auch von jenen Kegeln K^ 
berührt, welche einen der Punkte ri^i, ^27 ^s» ^4 zur Spitze haben. 

Reciprok den Berührungscurven sind die Berührungsflächen, deren 
bemerkenswerteste die Asymptotenfläche der Regelfläche ist. Sie ist 
eine developpable Fläche sechster Classe, zehnter Ordnung und be- 
rührt die vier Cuspidalebenen längs der singulären Erzeugenden. 

An dieser Stelle wollen wir auch noch der im ersten Artikel be- 
sprochenen developpablen Fläche d^ Erwähnung tun. 

Eine diese längs einer Erzeugenden g berührende Ebene E ist 
Doppeltangentenebene der Regelfläche f^; sie schneidet diese in zwei 
sich in einem Punkt a von D^ begegnenden Erzeugenden e', e" und 
einem Kegelschnitt C. Zwei von den Schnittpunkten dieses Kegel- 
schnittes mit den Erzeugenden sind die a zugeordneten Punkte ß* 
und ß" von D^\ wogegen die andern zwei die Berührungspunkte b' 

und b" seiner Ebene mit f* sind. Die Verbindungslinie b'b*' ist, als 
die Schnittlinie der zwei Ebenen E und-E', von welchen die letztere 
durch die zwei in dem a unendlich nahen Punkt a^ laufenden Er- 
zeugenden e^', e,'' gelegt ist, die also als Tangentialebene von d^ der 
Ebene E unmittelbar folgt — die mit q bezeichnete Erzeugende 
von d\ 




248 Ämtstder: üeber ratwMÜe Regelflächen vierten Grades, 

Durch einen Punkt m^ von C* ist eine Erzeugende e^ von f^ 
fixirt; sie schneidet D^ in zwei Punkten, welche zwei weitere, C* in 
mj bzhw. mg schneidenden Erzeugenden e^ und e^ bestimmen. Die 
Punkte wj und m^, mg stehen in zwei-zweideutiger Beziehung; die 

Verbindungslinien mjwig und m^m^ umhüllen — wenn wh den Kegel- 
schnitt C* durchlauft — einen Kegelschnitt ./**), welcher, weil sich 
auch b' und b" — b' und ß' — sovrie &" und /3" in angegebener 

Weise, entsprechen, die Geraden e', c" und &'&' = ^ zu Tangenten hat 



Jede der Tangenten ni^m^y m^'m^' ... des Kegelschnittes J* be- 
findet sich in einer Tangentenebene 1:;, £' ... der Fläche r/*; und zwar 
bestimmen zwei auf einander folgende dieser Ebenen auch zwei be- 
nachbarte in einem Punkte m von J^ sich schneidende Tangenten. 
Daraus und aus dem Umstand, dass zwei unendlich nahe Tangential- 
obenen *) der Fläche d^ sich in einer Erzeugenden derselben schnei- 
den, geht hervor, dass jeder Punkt m von J* ein Punkt dieser Fläche 
ist, und dass daher J^ und q den Gesammtschnitt ihrer Ebene E mit 
d^ bilden »). 

Der Kegelschnitt J* schneidet den Kegelschnitt C* in vier Punkten 
r, deren geometrischer Ort eine Raumcurve vierter Ordnung ist Die 
Punkte b' und 6" — deren jeder für die Ebene E doppelt zu zählen 
ist — und die Berührungspunkte der Erzeugenden c' und c" mit J^ 
erfüllen eine Raumcurve B^ sechster Ordnung, von der Eigenschaft, 
dass sich in allen ihren Punkten die Flächen f* und d^ berühren. 

Nachdem das oben Gesagte für jeden f* eingeschriebenen Kegel- 
schnitt C^ und dem ihm zugeordneten Kegelschnitt J^ gilt, kann man 
d^ auch als geometrischen Ort von J^ betrachten^). 

Jene Ebene E^ welche durch eine singulare Erzeugende e und 
die diese schneidende Erzeugende c gelegt ist, berührt f* im Cuspi- 

dalpunkt c und einem Punkt b von e; also tl^ längs cb. Daraus er- 



*) Siehe einen Beweis im 7. Art. der Abhandlung: „Theorie der Regfl- 
flächen 4ten Grades etc.". 

2) Es ist hier immer nur von solchen Tangentenebenen der FlÄche d* die 
Rede, welche sie längs Erzeugenden berühren. 

3) Aus dieser Tatsache folgt auch, dass d^ eine allgemeine developpable 
Fläche dritter Classc ist. 

4) Die Erzeugenden von f** bestimmen auf irgend einer ihr eingeschriebe- 
nen ebenen Curve C4* zwei zweideutige Systeme. Die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte umhftllcn in diesem Falle eine Gurre vierter Ordnoog, 
dritter Glasse — den Schnitt der Ebene (C^*) mit d^. 
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hellt, dass B^ durch den Cnspidalpnnkt c läuft, und zwar, nach Art. 
3., hier die singulare Erzeugende berührt. 

Die Fläche d^ tangirt auch die vier Cuspidalebenen , und zwar 
längs der in den Inflexionspunkten an die in ihnen liegenden Kegel- 
schnitte gezogenen Tangenten. 

Die Rtlckkehrcurve R^ der developpablen Fläche wird von dem 

Berührungspunkt r des Kegelschnittes t/^^und der Geraden h^' be- 
schrieben. 

Die reciproken Betrachtungen lehren, dass D^ eine allgemeine 
Raumcurve dritter Ordnung ist, dass sie von einer Berührungscurve 
sechster Ordnung (welcher ein Berührungskegel zukommt), ausser in 
den vier Cuspidalpunkten in sechs variablen Punkten geschnitten 
wird etc. 

Art 6. Eine Haupttangente der Regelflächc f^ schneidet in ihrem 
Inflexionspunkt drei benachbarte Erzeugende e; und und umgekehrt 
sind alle Transversalen dieser Haupttangenten, und ihr geometrischer 
Ort das sich f^ längs e anschmiegende Hyperboloid. 

Da sich in einem Punkte P des Raumes sechs Haupttangenten 
der behandelten Fläche schneiden, und jede eine Erzeugende des 
Schmiegungshyperboloids ist, welche die durch ihren Berührungspunkt 
laufende Erzeugende zur Berührungserzeugenden hat, kann man durch 
jeden Punkt sechs Schmiegungshyperboloide legen. 

Reciprok wird jede Ebene von sechs Hyperboloiden genannter 
Art berührt. 

Durch einen Punkt der Fläche selbst kann man nur drei Hyper- 
boloide legen, welche sich derselben längs einer, nicht durch den 
Punkt laufenden Erzeugenden anschmiegen etc. 

Art. 7. Von den an der Regelfläche f* vorzunehmenden Con- 
structionen wollen wir nur einige beispielsweise erwähnen und für's 
Allgemeine bemerken, dass die Schwierigkeiten bei der Ausführung 
der Constructionen höheren Grades, welche für jeden Fall angedeutet 
werden können, nur iu der Undurchführbarkeit der Hilfsconstructionen 
ihren Grund haben. 

Für's Folgende wollen wir voraussetzen, dass f* durch eindeutig 
bestinynende Daten, etwa die Doppollinie D^ und fünf Erzeugende 
(der Punkte) e^, e^ ... t^ gegeben ist 

Will man die Schnittpunkte einer Geraden G mit f^ constmiren. 
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80 lege man durch G eine beliebige Ebene £; sie schneidet D* in 
den Punkten J^^ d^^ d^ nnd die gegebenen Erzeagenden in p^^ Pf ... 
P5. Ihr Schnitt mit f* ist eine Curve Q*, vierter Ordnung, wdche 
^), ^#2 1 ^s z^ Doppelpunkten hat, durch die p^, 7>s ... p^ einfach 
geht, und den Schnitt T^ der Ebene E mit irgend einem f* umschrie- 
benen, aus den gegebenen Daten leicht zu construirendcn Kegel K^ 
zum vierfach berOhrenden Kegelschnitt hat Wie aus den AUiaud- 
lungen: „Ueber Curven 4ter Ordnung mit 3 Doppelpunkten^^ und 
„ücber vierfach berührende Kegelschnitte der Curven 4ter Ordnung 
etc." ^) ersichtlich ist, kann man unter Vermittlung von T^ die Schnitt- 
punkte G mit Cq*, also auch mit P, ohne Q^ zu zeichnen, insofeme 
bestimmen, als man ihre Construction auf die Bestimmung der Schnit- 
punkte von T^ mit dem G „zugeordneten" Kegelschnitt zurflckfiUirt 

Wie in Art. 7. der erst erwähnten Arbeit gezeigt wurde, kann 
man die Tangente in einem beliebigen Punkt einer Q^ zeichnen, 
ohne die Curve zu construiren; man kann also auch in einem bdie* 
bigen Punkt der Fläche an sie die Tangentialebene legen. 

Wichtig ist die Construction der Cuspidalpunkte ^) ; fftr die ge- 
machten Prämissen haben wir ihre Bestimmung in Art. 3. angegeben. 
Diese kann auch in derselben ^^'eise geschehen, wenn f^ durch zwei 
Kegelschnitte C|* und Cg* und drei Erzeugende e^, e,, fj gegeben ist 
Die Schnitte von C^^ mit e„ e^» h^ nämlich jS^, ß^, /Jj, entsprechen 
den homologen Punkten «j, «j, «3 von Q* projectivisch; sie fixiren 
mit diesen die erzeugenden Punktsysteme eindeutig. Legen wir durch 
die Tangente Tj von Cj* in a^ jene zwei Ebenen, welche den aus cfi 
dem C^^ umschriebenen Kegel berühren, so geht durch ihre Berüh- 
rungspunkte 5i bzhw. b^ mit C^* je eine Erzeudende c', c", welche wrf 
Ci^ die zwei Punkte a^ und o^ bestimmen. Diese Punkte ordnen wir 
dem Punkte a^ zu, sie bilden, wenn sich er, auf C^* bewegt, eine Reihe, 
welche mit der von «j gebildeten zwei-zweideutig verwandt ist. Beide 
Reihen haben vier Doppelpunkte, und daher f^ ebenso viele singulare 
Erzeugende. Denn es ist klar, dass jene Erzeugende e, welche durch 
einen der Doppelpunkte läuft, mit den Tangenten x' und r" der (7,*, 
Cj* in den Schnittpunkten dieser mit ihr, in einer Ebene — ein« 
Cuspidalebene von f* liegt. 



1) SiUb. d. k. Akademie d. Wissensch. z. Wien vom 23. Jaimar nnd 
3. Juli 1S79. 

2) Für die in der Abhandlung : „Theorie der Regelfl&chen vierten Gridei 
mit einer Doppelgeraden und einem Doppelkegelschnitt'' behandelten fl&cbcn 
zerfällt die Bestimmung dieser Singularitäten in zwei quadratische Aufgaben. 
Sieb« die Sitzutgsb. d. k. Akad« d. VVjgs. s. Wien vom Februar 1879. 
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Die Ebene {C^) schneidet den Kegelschnitt C^^ in zwei Punkten 
?h ßn, welchen anf Ci* die Punkte aj bzhw. «// zukommen. Die Er- 
zeugenden itjßi und ttijßii treffen sich in einem Doppelpunkt J der 
Fläche, welcher mit fünf Erzengenden, etwa e^, e^, «^9 ^ ^^^ H einen 
Kegel K^ bestimmt, der die letzten vier Erzeugenden in den Cuspi- 
dalpunkten der Regelfläche berührt. 

Die zweiten Schnittpunkte z/| und ^g der in der Ebene (C^^) 
liegenden Erzeugenden und C^^ sind auch Punkte der Doppellinie Z>^, 
sie bestimmen im Verein mit den vier Cuspidalpunkten diese ein- 
deutig. Auch ist D^ durch die Punkte ^, J^^ d^ und die in glei- 
dier Weise für die Ebene (C^) zu bestimmenden Punkte z/', ^j', 
^% vollkommen fixirt. 

Diese wenigen Beispiele mögen genügen. In ähnlicher Weise 
werden alle andern Probleme, wenn schon nicht graphisch dnrchge- 
fQbrt, so doch theoretisch gelöst werden können. 



n. 

Die Regelflftehe vierten Orades mit einer einfiiehen geraden 

Leitlinie und einer Boppellinie dritter Ordnung, und die ihr 

reeiproke Regelflftehe mit einer dreifachen C^radcn. 

Art. 8. Die zwei Erzeugenden e', c" der Regelfläche f*, welche 
sich in einem Punkte a der Doppellinie B^ begegnen, treffen diese 
noch in zwei Punkten j3' resp. ß". Die durch sie bestimmte Ebene 
E schneidet die Fläche in einem eigentlichen Kegelschnitt C^ wel- 
cher die Punkte /3' und /3" enthält, e' noch in h' und c" noch in 6" 
trmt. 

Angenonmicn, der Kegelschnitt C^ würde degeneriren, so könnte 
dies nur in der Weise geschehen, dass er in die Verbindungslinie 

Yp'^t'" der Punkte /3' und /3", und in eine Gerade L zerfällt, 
welche mit D^ keinen Punkt gemein hat. 

Irgend eine durch L gelegte Ebene En bestimmt mit D^ drei 
Punkte a«, /Jn', ßn" und schneidet f* in einer Curve dritter Ordnung, 
welche diese Punkte zu Doppelpunkten haben muss, also aus den drei 
Verbindungslinien fn', en* und fn*" derselben besteht 

Das Zerfallen eines f^ eingeschriebenen Kegel- 
schnittes C^ hatte also das aller andern zur Folge. Ein 
Teil desselben ist als variable zweipunktige Secante t'" von D^ eine 
Erzeugende; während der zweite Teil, nämlich die Gerade Z, fix ist, 
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uod da durch jeden ihrer Pankte nur eine zweipnnktige Secante von 
D^ läuft, als einfache Leitlinie der durch obige Annahme spcdalisir- 
ten, nun mit ^^ zu bezeichnenden Fläche erscheint. 

Die Regelfläche W^ ist durch ihre gerade Leitlinie 
L und ihre Doppellinie D^ vollkommen bestimmt, da sie 
durch Gleiten einer Creraden c an diesen Linien erzeugt wird. 

Jede durch L gelegte Ebene E ist eine dreifache Tangen- 
tialebene der Fläche ^*'*, ihre Berührungspunkte /, /', y*' sind 
die Schnittpunkte der drei in ihr liegenden Erzeugenden e^ t" nud 
c"* mit X; sie bilden auf dieser Geraden eine kubische Involution 
X(y), welche mit der von den Schnittpunkten a, ß\ ß" der E mit D^ 
gebildeten kubischen Involution projectivisch ist. Die letztere Involu- 
tion D^(ciß) erzeugt die Regelfläche ^*'*, ihre vier Verzweigungspunkte 
sind die Cuspidalpunkte der Fläche ^). 

Drehen wir die Ebene E so lange, bis ß' und /J" coincidiren, 
also einen der vier Doppelpunkte d von D^{ctß) bilden; so ÜEÜlen auch 
die Erzeugenden c', c", sich um den mit E variablen Punkt a dre- 
hend, zusammen. Sie bilden eine singulare Erzeugende e\ a wird 
Cuspidalpunkt C, und E znr Cuspidalebene V. Diese, welche 
W^ in aUen Punkten von e berührt, gehört dem Büschel L an; ihr 
auf dieser befindlicher Berührungspunkt d, der Schnitt von L mit e 
ist ein Inflexionspunkt der Fläche, und ein Doppelpunkt — 
oder sich selbst entsprechender Punkt —- der Punkt-Involution L{y). 

Diese Auseinandersetzungen zeigen uns den Weg die genannten 
Siugularitäten in einfacher Weise zu construiren. 

Wir umschreiben aus einem beliebigen Punkt y der Geraden L 
der Doppellinie D^ den Kegel; dieser ist von der dritten Ordnung 
und vierten Classe, und hat vier durch L gehende Tangentialebenen 
^it ^2? ^8 ^nd l\^). Jede dieser Ebenen, so Fj, berührt Lfi in 
einem Punkte d^ und schneidet sie in einem Punkt Cj. Die Verbin- 
dungslinie beider Punkte, von welchen c^ ein Cuspidalpunkt ist, ist 



1) Wir vorweisen den Leser an dieser Stelle ein f&r alle Mal auf die, die 
kubischen Involutionen eingehend behandelnde: „Theorie der kubischen Invo- 
lutionen** V. Prof. Dr. Emil Weyr. Abhandig, d. böhm. Gesellsoh. d. Wi»- 
sensch. z. Prag. 1871. 

2) Bezüglich der Durchführung dieser Constructionen siehe: „Theorie der 
mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde** von Prof. Emil Weyr. Leipzig» 
B. G. Teubner 1869; und unsern Aufsatz: „Ueber rationale ebene Carveo 
dritter und vierter Ordnung" Sitzb. d. k. Akademie der Wissensch. z. Wien. 
Octoberheft 1879. 
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eine singulare Erzeugende «^; ihr Schnittpunkt d^ mit L ein In- 
flexioDspunkt. 

Die Tangente r^ von Ifi in d^ ist auch eine Erzeugende von 
?^ und zwar als eine Verbindungslinie der unendlich nahen in d^ 
vereinigten, sich entsprechenden Punkte von Z)*(oj3); sie trifft L in 
einem Punkt arj, welcher der d^ entsprechende Verzweigungspunkt 
von Liy) ist. 

Art. 9. Den drei Schnittpunkten «, ß\ ß*' einer Ebene E des 
Büschels L und der Doppellinie Lfi entsprechend, wird E von drei 
^* umschriebenen Kegeln zweiten Grades iT,*, K^^ und K^^ bertlhrt. 

Der Kegel iT,^, dessen Spitze a ist, hat €iy\ die Verbindungslinie 
seiner Spitze und des Schnittes y der nicht durch a gehenden Er- 
zetigenden t* mit L zur Berührungskante. 

Die Berührungskanten von K^^ und K^^ sind bzhw. ß^y" und 

?'^\ sie schneiden sich in einem Punkt a^ und die Gerade uy' resp. 
in ft' und ft". 

Dreht sich E um L, so erzeugen die Geraden ay„ /?'/' und 



^'y*' eine RegelHäche ^i*, welche Z» zur Leitlinie hat, in allen 
Punkten derselben die Fläche ^^ berührt und die von den Punkten 
«1, ßi\ ßx beschriebene Curve 1\^ dritter Ordnung zur Doppel- 
linie hat 

Die Beziehungen zwischen den Schnittpunkten der Ebene E mit 
£>^ und D^ lassen sich durch die folgenden Gleichungen ausdrücken: 

{ß\ y\ ßi\ ßi) = (r, A ^i", «i) = («, A ßi\ «,)--! 

Fällt E mit einer Cuspidalebene V der Fläche ^*'* zusammen, 
so coincidiren die Erzeugenden e' und e" mit «, der Punkt a wird 
zum Cuspldalpunkt c, die Punkte ß' und ^"rücken unendlich nahe 
und bilden den Doppelpunkt <2i, während in derselben Weise ^^ von 
7' und /' constituirt wird. 

Dieses Zusammenfallen der bezeichneten Elemente von W^ hat 
eine Coincidenz der homologen Elemente von ^j* zur Folge. Die 
Erzeugenden ti und t^" rücken unendlich nahe und fallen mit der 
von e' und e" gebildeten singulären Erzeugenden e zusammen; diese 
gehört also in derselben Eigenschaft auch ^^^ ^^- Ebenso bleibt V 
eine Cuspidalebene von 9^j^, und hat auch diese Fläche mit W^^ den 
Inflexionspunkt d gemein. Der Punkt c spielt für W^^ die Rolle des 
Punktes d/, wogegen jener Cuspldalpunkt a dieser Fläche, welcher 
auf « li^ dem Punkte c bezüglich d und d harmonisch conjugirt ist 
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Der Flädie W^^, diese als erste Fläcbe aag^ioininen, gehört 
wieder in derselben Weise, wie sie W^ zugeordnet ist, eine FUebe 
W^^ an; dieser entspricht wieder eine Regelfläche ^^\ und so in 
infiuitum. 

Alle diese unendlich vielen Flächen sind derselben Gattung, be- 
rühren sieh längs der einfachen Leitlinie L und haben dieselben fier 
singulären Erzeugenden und Cuspidalebenen. Zwischen einem In- 
flexionspunkt d, der ebenfalls allen ^m^ angehört, und den Cuspidal- 
punkten ^, <?/, cn ... cm-^-n dieser Flächen, welche auf der durchs 
laufenden singulären Erzeugenden e liegen, bestehen die folgenden 
Belationen: 

(6, rf, c, c/) « — 1 

(^, c, c/, cu) -= — 1 

(d, <?/, ci/, an) >=• — 1 

(^, c//, ciiiy ciy) = — 1) 

(^j C«, Cmfl, <?m+2) ^ — 1 

aus welchen wir mit Leichtigkeit das Teiherhältniss des Inflexions- 
Punktes d, bezogen auf die zwei auf e gelegenen Cuspidalpunkte cm^i 
und cmfti irgend zweier der unendlich vielen Flächen berechuen 
können, wenn die Cuspidalpunkte der zwischen liegenden Flächen be- 
kannt sind. Es lautet: 

Cm^nO ^ 



CmCm+l . gm-t-l gm-^2 » gm-»>2gm-t-S . » . gm -| -H-2 giw-t-n-~l 
y\ 

CmCm-^2 . Cm-k-1 Cm+9 . Cm+2Cm4-4 • . . ^m^M— 2<^+m 

Art 10. Betrachten wir das Verhältniss , in welchem das Ebe- 
nenbüschel L zu irgend einem W^ umschriebenen Kegel K^ zweite 
Grades steht. 

Jede Erzeugende e' der Fläche berührt den Kegel, sie bestimmt 
mit ihm eine Tangentialebene t', und umgekehrt schneidet jede Tsn- 
geutialebeoe von M^ — die durch L gedegte ausgenommen — 9* 
nur in einer Erzeugenden e', welche mit L eine Ebene E dieses 
Büschels fixirt. Diese Ebene schneidet ^^ ausser in e', noch in 
zwei EIrzeugenden ^' und e'^, welche wir als Schnittlinien der darcb 
sie an. i^^ gdegten Tangentialebenen t" and t^ mlE ansehoi könniOr 
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Wftreii wir von der Tangentialebene t", die ^*'* in der in E liegen- 
den Erzengenden e" trifft, ausgegangen; so wären wir durch £ zu 
denselben Ebenen x' nnd %"* gelangt. Die Gesammtheit der Ebenen 
X bildet eine kubische Tangentenebenen-Involution if *(t), welche E* 
zam Träger hat, mit dem Büschel L(E) projectivisch ist und mit 
demselben die durch die Spitze von K^ gehende Ebene Ea^ welche 
diesen Kegel auch berührt, sich selbst entsprechend gemein hat. Das 
Letztere ersehen wir daraus, dass in Eg eine Erzeugende e liegt, die 
nicht durch die Spitze s von K^ geht; also nur als Schnittlinie von 
ff, diese als Element von K^(t) betrachtet, mit sich selbst, diesmal 
als Element von L[E) angesehen, entstanden gedacht werden kann. 

Aus diesen Auseinandersetzungen und denen des letzten Artikels 
fliessen die folgenden zwei wichtigen Erzeugungsarten der Fläche: 

„Das Erzeugniss einer axialen^) kubischen Punkt- 
Involution auf einer Baumcurve dritter Ordnung D^ ist 
eine Regelfläche W^ vierten Grades, welche D^ zur 
Doppellinie und die Axe der Involution zur einfachen 
Leitlinie hat/' 

„Das Erzeugniss eines Ebenenbüschels L(E^ und 
einer ihm projectivischen kubischen Tangentenebenen- 
Involution K^t) auf einem Kegel zweiten Grades K^ 
ist eine Kegelfläche W*^ vierten Grades; wenn die Axen 
des Büschels den Kegel K* berührt, und die beiden Ge- 
bilden gemeinschaftliche Ebene sich einmal selbst ent- 
spricht." 

Diese Erzeugungsart der behandelten Fläche 9^^ gestattet uns, 
mit Leichtigkeit zu der ihr reciproken Eegelfläche <P^ vierten Grades 
mit einer dreifachen Geraden, und zwar dadurch überzugehen, dass 
man die den erzeugenden Gebilden von W*^ reciproken zur Grund- 
lage nimmt. Für diese Fläche gilt der Satz: 

„Eine kubische Punkt-Involution C*(«) auf einem 
Kegelschnitt C* und eine ihr projectivische Punkt- 
reihe L(F) auf einer Geraden Z», die C* in einem sich 
einmal selbst entsprechenden Punkte F^ schneidet^ er- 



1) Wie man eine Punkl-InTolation auf einer ebenem Curve eine centrale 
nennt, wenn die Terbindangslinien conjngirter Punkte durch einen Punkt — 
das Centram — gehen, so kann man ein derartiges Gkbilde auf einer Ranm- 
corre ein axiales nennen , wenn conjugirte Punkte in Ebenen liegen, die einem 
BQschel angeboren. 
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zeugen eine Begelfläche <^ vierten Grades, welche L 
zur dreifachen. Geraden hat')." 

Um diesen Satz direet zu beweisen, legen wir durch eine will- 
kürlich angenommene Gerade g eine Ebene i. Sie schneidet L in 
einem Punkte P, welchem drei Punkte n\ w" und »r* tou C*{3i) 
eine Tome bildend, zugeordnet sind; sie fixiren mit g eben sovielc 
Ebenen «', «", a*', welche wir als die £ entsprechenden betrachten 
wollen. Da umgekehrt einer solchen Ebene, ihren zwei Schnitt- 
punkten n' und n^' mit C^ correspondirend , zwei Ebenen b und i, 
beigeordnet sind; sehen wir, dass die Beziehung zwischen den coaxialen 
Büscheln g(B) und gis') eine zwei-dreideutige ist, dass demnach 
dieselben fünf Doppelebeneu besitzen. Während eine dieser Ebenen, 
nämlich (gP^) constant durch Pq geht, sind die andern vier, weil jede 
derselben einen Punkt von L{P) und den ihm entsprechenden auf 
C*(«) enthält, Tangentialebenen der Regelfläche. Jede dieser Ebenen 
bestimmt eine Erzeugende, welche g schneidet. 

Jede Terue ji', n"^ tC" bestimmt ein C* eingeschriebenes Drei- 
eck. Die Gesammtheit dieser Dreiecke umhüllt einen Kegelschnitt 
J^ — den Weyr'schen Involutionskegelschnitt (siehe Theorie der 
kubischen Involutiouen), welcher den Trägcrkegelschnitt C'^ in vier 
Punkten r^, t?^, v^ und t^4, den Yerzweigungspunkten der Involution 
schneidet. 

Liegt n' ausserhalb J^, so kann mau an ihn zwei reelle Tau- 
genten tj', i^' legen, welche auf C^ die n' conjugirten Punkte »" 
und Tc'^, welche in diesem Fall immer reell siud, bestimmen. Dieser 
Terne entspricht auf L ein Punkt P, welcher, weil sich in ihm drei 

reelle Erzeugende Pti\ Pn" und Pn*^ treffen, ein eigentlicher 
dreifacher Punkt der Fläche ist. • 

Bewegt sich n' auf 6'^ in einer bestimmten Richtung, so mnss 
er mit einem Verzweigungspunkte v^ zusammenfallen. Die ihm con- 
jugirten Punkte 7c", n"* coincidiren mit dem zweiten Schnittpunkte di^ 
des Kegelschnittes C* und der in r, an */* gelegten Tangente r„ 
in ihm einen Doppelpunkt der Involution bildend. 

Von den drei Erzeugenden e', e", c*', die sich in dem r, zuge- 
ordneten Punkt c, von L begegnen, fallen zwei mit der Verbindungs- 



I) Diese Fl&chc ist die allgcmeinsie dieser Art, weil von zwei projectivi« 
sehen Gebilden [hier L{P) und C'*(7r)], deren eines immer eindeutig ist, die 
Elcuaente des mehrdeutigen sich zu Gruppen vereinigen, deren Elemente inro» 
lutorisch sind. Eine Gruppe (hier Terne) entspricht einem Element des andom 
Gebildes. 
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linie e^ der Punkte c^ und d^ zusammen. Sie bilden eine singulare 
Erzeugende, welche demnach aus zwei benachbarten sich in dem Punkt 
f, schneidenden und in der durch e^ und der Tangente Ti von C^ 
in rf^ bestimmten Ebene Fj liegenden Erzeugenden besteht. 

Diese Ebene berührt die Fläche längs der ganzen Ausdehnung 
der Erzeugenden e^ , da jede Gerade derselben in ihrem Schnitt mit 
^ mit der Regelfläche zwei unendlich nahe Punkte gemein hat — 
sie ist eine Cuspidalebene derselben. Der Punkt Cj ist ein Cus- 
pidalpunkt; er hat die Eigenschaft, dass jede durch ihn gehende 
Gerade, als durch den Schnitt zweier benachbarter in e^ vereinigter 
Erzeugenden laufend, in ihm die Regelfläche berührt Aus demselben 
Grande berührt auch jede Ebene des Büschels c, die Fläche in c^. 

Die Regelfläche <l>^ schneidet sich in einem Punkte P der drei- 
lachen Geraden L zweimal; die Winkel t^E^ und E^E^^ unter wel- 
chen dieses Schneiden vor sich geht, werden durch die drei Tangen- 
tialebenen E^ ^ (^f '), E^ ^ {Et") und E^ ^ {^^'") im bezeichneten 
Punkt gemessen. Für einen Cuspidalpunkt, so c^, fallen zwei der ge- 
nannten Ebenen, der Coincidenz zweier durch q laufenden Erzeugen- 
den c"^ e^^«i entsprechend, zusammen; d. d. die Regelfläche be- 
rührt und schneidet sich einmal in einem Cuspidalpunkt. 

Ueberschreitet n' bei seiner Bewegung den Punkt v,, so gelangt 
er in das Innere des Kegelschnittes «/^, weshalb man an diesen aus 
ihm keine reellen Tangenten legen kann, und die ihm entsprechen- 
den Punkte 7c" und n"* imaginär sind. Die in dem dieser com- 
plexen Terne zugeordneten Punkt F von L zusammentreffenden 
Erzeugenden zerfallen in eine reelle, welche nach n' zielt, und zwei 
imaginäre durch n'* und n!" fixirte. Der Punkt P ist ein uneigent- 
licher dreifacher Punkt der Fläche. 

Da dem Ueberschreiten des Punktes v^ durch n\ der Durchgang 
von P durch c^ correspondirt, und C\n) vier Verzweigungspunkte 
besitzt; gilt der Satz: 

„Den vier Schnittpunkten des Involutionskegel- 
schnittes mit dem Trägerkegelschnitt der kubischen 
Punkt-Involution entsprechen auf der dreifachen Ge- 
raden die vier Cuspidalpunkte der Regelfläche. Sie 
teilen diese Gerade in eben soviele Strecken, von wel- 
chen je zwei benachbarte ungleich artig, d. i. bzhw. eigent- 
lich und uneigentlich sind.^^ 

Art 11. In diesem Artikel wollen wir die einander reciproken Regel- 
flächen O^ und W^ gleichzeitig behanden; oder vielmehr die Eigen- 

T«n LZV. 
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schalten der ersten nachweisen nnd die der letztem hios ätireii; da 
sie sich nach dem Gesetze der ReciprociUt aus den ersteren leicht 
ableiten lassen, nnd flbrigens ans dem ersten Abschnitt auch ergebai, 
weil ^^ eine Specialität der Fläche f^ ist 

Irgend eine Ebene S schneidet ^ in einer Gurre C,^ ?iertar 
Ordnnug, welche den Schnittpunkt P von S und K zum drei&chen 
Punkt hat und deshalb von der sechsten Classe ist. Die drei Tan- 
genten in P ergeben sich als Schnittlinien von (E und den drei Tan- 
gentialebenen J^, £], E^ der Flädie <1>^ im bezeichneten Punkt 

,,Eine Ebene von allge- „Der aus einem Punkt 
meiner Lage schneidet die des Raumes der Regelflft- 
Regelfläche <1>^ in einer che ^^ umschriebene Kegel 
Curve Q* vierter Ordnung, K^^ ist von der vierten 
welche auf der dreifachen Classe und hat die durch 
Geraden einen dreifachen die gerade Leitlinie ge- 
Punkt hat^ legte Ebene zur dreifachen 

Tangentialebene.^ 

Die BerOhrungscurve des Kegels K^^ mit der Fläche W^ ist von 
der sechsten Ordnung und dem zehnten Rang. Sie schuldet die 
Leitgerado L in jenen drei Punkten y\ y", y*^, in welchen diese von 
den drei in der dreifachen Tangentenebene (%L) befindlichen Erzea- 
genden c', c" und c** getroffen wird. 

Liegt !ß in einer Cuspidalebene V der Fläche ^^, so zerfiült 
K^^ in diese und einen Kegel K^^ fünfter Ordnung, welcher V zor 
Tangentialebene und Inflexionsebene hat Die InflexioDS- 
kante zielt nach dem V beigeordneten Inflexionspunkt d der Fläche; 
während die einfache Bertthrungskante $ mit dem Verzweigongspunkt 
z verbindet Die Bertthrungscurve des Kegels ist von der fünften 
Ordnung und hat in d die Ebene V zur Osculationsebene. (Siehe 
Art. 4.). 

Reciprok schneidet eine durch einen Cuspidalpunkt c von <^ ge- 
legte Ebene diese Fläche in einer Curve Ct^^ vierter Ordnung, fänfter 
Classe, welche in c einen Rtlckkehrpunkt und einfachen Punkt 
hat. Die Rückkehrtangente liegt in der durch L und die singulare 
Erzeugende e fixirte Doppelebene Z>, des ebenfalls eine kubische In- 
volution bildenden Büscheis L{^E!)\ wogegen die einfadie Tangente, 

der D zugehdrigen Yerzweigungsebene W von L{E) angehört 

• 

Ist S eine Tangentialebene der Fläche ^, enthält sie also eine 
Erzeugende e'; so schneidet sie dieselbe noch in dner Curve dritter 
Ordnung C^\ welche auf L einen Doppelpunkt hat Dieser \A der 



1 

i 
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SdiDitt Ton e' und X, and seine Tangenten liegen in den durch e" 
und t^ gehenden Ebenen des Büschels L. Die Cnrve C^^^ schneidet 
t\ ausser in P, in nooih einem Punkt b, welcher der Bertthmngs- 
punkt von S ist, und sich leicht construiren lässt ^). 

,^ineTangentialebeneder „Aus einem ihrer Punkte 
Fläche 0^ schneidet sie in wird die Fläche ^* durch 
einer Curve C4^ dritter Ord- einen Kegel K^^ projicirt, 
nung, welche auf L einen welcher von der dritten 
Doppelpunkt haf Classe ist und eine durch L 

gehende Doppeltangonten- 

ebene hat." 

Wie oben erörtert wurde, berührt jede £bcne 6 des Büschels 
einer siugulären Erzeugenden e die Regelfläcbe <P^ im Cuspidalpunkt 
c; woraus ersichtlich ist, dass die Schnittcurve Q^, welche in c einen 
Doppelpunkt hat, die singulare Erzeugende zur Doppunktstangente 
besitzt. 

Je drei Erzeugende c', e", c"', welche für die Fläche O* sich in 
einem Punkte P schneiden , oder für ^* einer Ebene des Büschels 
I4,E) angehören, bilden eine involutorische Gruppe, welche wir eine 
Erzeugende-Terno nennen wollen. Diese Terne besteht für einen 
Cuspidalpunkt c von (P^ oder eine Cuspidalebene v von ^* aus einer 
singulärcn Erzeugenden e, welche man als Doppelelement des von den 
Temen gebildeten involutorischen Strahlensystems zu betrachten hat, 
und einer einfachen Erzeugenden c, welche wir Verzweigungs- 
erzeugende nennen. 

Legen wir durch eine solche Erzeugende der Kegelfläche O^ eine 
Ebene (E, so schneidet diese die Fläche noch in einer Curve C,' 
dritter Ordnung, welche in dem auf e gelegenen Cuspidalpunkt c einen 
Doppelpunkt mit coincidirenden Doppelpunktstangenten (S, D) % 
d. h. einen Rückkehrpunkt hat. 

Eine Erzeugende-Teme e', e", e'" fixirt drei Doppeltangenten- 
ebenen (eV), (e'e**) und (e"e*^), und durch diese eben soviele <I>* 
eingeschriebene Kegelschnitte C^*, C^^ und Q*. Ein solcher Kegel- 



1) Siehe Prof. Dr. Emil Woyrs: „Theorie der mehrdeatigeo geomctr. Elc- 
meotargebüde etc." and die Abhandlang: „lieber rat cb. Carren 3. o. 4ter 
OFdnang". 

2) So beseichnen wir den Schnitt zweier Ebenen, hier der Doppelebcne D 
^d der Ebene (S. 

17* 
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schnitt, SO Ci^, bildet mit den seine Ebene S| bestimmenden Erzea- 
genden c' und e" den Gesammtschnitt mit <!>*; woraus in Gemein- 
schaft mit der Tatsache, dass dieser in dem Punkt P^ (L,&,) einen 
dreifachen Punkt haben uiuss, hervorgeht, dass Cj* den Punkt P 
enthält und in ihm eine in der Ebene (Lt*") ^ E^ liegende Tangente 
hat. Der Kegelschnitt Cj^ schneidet die Erzeugenden e' und c" noch- 
mals, und zwar in den Berührungspunkten // und b" seiner Ebene 
mit 0^. 

Der Erzougenden-Tornc e', e", e'" ist eine zweite fj', f,", fi* 
benachbart; diese bestimmt auf L einen Punkt P\ welcher dem von 
der ersten lixirteu Punkt P unendlich nahe ist Ihre Erzeugenden 
sind in der angegebenen Reihenfolge den Erzeugenden f ', e", e** der 
ersten Tcrne unendlich nahe; so dass e' und f/ — f" und e/' — 
und e*" und c,*^ benachbarte Erzeugende der Fläche <I>* sind. Die 
Doppeltangentenebenen (c'e") ^ @, und (^i'Pj") ^ ®/ sind aufeinan- 
der folgende Tangentialebenen der von allen Doppeltangentenebenen 
umhüllten developpablen Fläche d^; welche wir die Doppeltan- 
gentenebencnfläche der Regelflächo O^ nennen. Sie kann auch 
als geometrischer Ort d'T Sclmittlinio (6,®i'), welche die Punkte b' 
und b" verbindet, angesehen werden, und ist von der dritten Classe. 

Um dies zu beweisen, kehren wir zur Betrachtung der Regel- 
Häche O^y als Erzeuguiss der Punktreihe L{P) und der kubischen 
Involution 6'^(7t), auf dem L in Pq schneidenden Kegelschnitt C* zu- 
rück. Der Involutiouskegelschnitt J- wird von den durch die Temen 
:t\ n'\ n''' gebildeten Dreiecken umhüllt, hat also auch die in der 
Ebene des Kegelschnittes C^ liegenden Erzeugenden Cq' und eo" und 

die Verbindungslinie b^'b^' ihrer zweiten Schnittpunkte b^ und b^ 
mit dem Kegelschnitt C^ zu Tangenten. 

Die Clasoeuzahl der Fläche d^ lässt sich leicht linden, wenn wir 
bemerken, dass sie das Erzeuguiss der Punktreihe L(P) und der 

kubischen Tangenten-Involution J^{7i'n'\ n^n'"^ 7ff"n') auf dem Kegel- 
schnitt J* ist, und dass dem Punkte Pq von Z», ausser b^'b^'* die zwei 

Erzeugenden t^ und c©", diese als Elemente von JHn'n" ...) ange- 
sehen, entsprechen. Wir umschreiben zu dem Zwecke dem Kegel- 
schnitt J^ aus einem willkürlich angenommenen Punkt $ des Raumes 
den Kegel (^J^) und suchen die Anzahl der sich selbst entsprechen- 
den Punkte der Reihe L{P) und jener Reihe X»(Q), welche von der 
mit J^(ti*7i" . . .) perspectivischen Tangentenebenen - Involution 
^)^J\^n 7t'\ ^^'n"\ ^nj'^Ti;'] mit dem Träger (JßJ^) auf L gebildet 
wird. Jedem P sind die Tangenten n'n'\ n*'n^ und vif"n\ also auch 
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drei TangeDtialebenon Jß^r'«", %ii"7^^ ^Tt^n' und daher ebenso viele 
Punkte Qj, Qj und Q3 — die [Schnitte der drei Ebenen mit L zu- 
geordnet Umgekehrt entsprechen einem Q nur zwei Punkte in L(F)^ 
Pi und Ps9 ^^ ™^^ AUS ihm nur zwei Tangentialebenen an (%«/^) 
legen kann, diese ebenso viel Tangenten von J^ fixiren, deren jeder 
ein Punkt von HP) zukommt. 

Die Beziehung zwischen P und Q ist eine zwoi-dreideutige, da- 
her die Anzahl der sich selbst entsprechenden Punkte fünf. Zwei 
dieser Punkte sind in P^ vereinigt ; weil zwei der ihm entsprechenden 
Ebenen von ^J%,,), nämlich (^Pq') und (^fo") durch ihn gehen, 
also auf L zwei Punkte der Reihe Q iixiren, die ihm entsprechen 
und mit ihm zusammenfallen, was auch umgekehrt geschieht, wenn 

man Pq als Element von L(Q) betrachtei, weil eben die durch Po'Jß 

an $7* gelegten Ebenen (^eo') und (?}eo") die Tangenten fo' und 
fo" von J* bestimmen, welche Pq zugeordnet sind. 

Die Reihen L{P) und L{Q) haben noch drei Doppelpunkte ^j, 
d^ J^. Ein solcher kommt dann zu Stande, wenn eine Tangential- 
ebene (^n'n") von ^J* die Gerade L in einem ihr entsprechenden 
Punkt P schneidet, also -P, zwei Punkte n' und tt" der ihm ent- 
sprechenden Teme, und ^ in einer Ebene liegen. Weil aber dann 

auch die Erzeugenden Pti*^ c' und iV'^ c" mit ^ in einer Ebene 
li^cn, ist diese eine Doppeltangentenebene ; es entspricht also jedem 
der drei Punkte J eine durch $ gehende Doppeltangentenebeno, 
womit bewiesen ist, dass d^ von der dritten Classe ist. 



„Durch jeden Punkt der 
dreifachen Geraden L der 
Regelfläche <1>* laufen drei 
derselben eingeschriebene 
Kegelschnitte. Ihre Ebenen 
sind D oppel taugen ten ebe- 
nen der Fläche und umhül- 
len eine developpable Flä- 
che rf* dritter Classe." 



„Jede Ebene der einfachen 
Leitlinie der Regelfläche 
^* wird von drei der Fläche 
umschriebenen Kegeln zwei- 
ten Grades berührt. Die 
Spitzen dieser Kegel sind 
Doppelpunkte der Fläche 
und erfüllen eine Raum- 
curve dritter Ordnung." 



Art 12. Bevor wir die Fläche il^ näher untersuchen, haben wir 
noch den folgenden Satz nachzuweisen: 



„Jeder der Regelfläche 
<Z^ eingeschriebene Kegel- 
schnitt kann als Träger 
einer kubischen Punkt-In- 
volution betrachtet werden, 



,^ederder Regelfläche W^ 
umschriebene Kegel zwei- 
ten Grades kann als Träger 
einer kubischen Tangenten- 
ebenen-Involution betrach- 
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welche mit der Panktreihe tet werdea, welche mit dem 
L(P) die Fläche ^erzeugt." Ebenenbüschel L{E) die 

Fläche erzeugt" 

Wir fassen irgend einen Kegelschnitt C^ ins Auge; sein Schnitt- 
punkt mit L sei P, Durch einen willkürlich gewählten Punkt i^ 
desselben läuft nur eine Erzeugende Cn von (P\ welche L in dnem 
Punkte Pn trifft Die durch diesen Punkt gehenden weitem Erzeu- 
genden tn" and fn'^ bilden mit tn eine Erzeugende-Teme, schneiden 
also C in Punkten tcm" bzhw. nn*"^ welche mit nn' involutorisch sind. 
Dass dies wirklich der Fall ist, sehen wir, wenn wir tob itn" aus- 
gehen. Durch ihn läuft die Erzeugende en\ L in Pn treffend^ durdi 
welchen Punkt noch e»' und fn'*, auf C die Punkte xn' und nn" 
fixirend, geht. Der Punkt P entspricht sich auch jetzt einmal selbst, 
da nur zwei Erzeugende e' und t'* in der Ebene des Kegelschnitt» 
C^ liegend, ihn in den zwei weitem P entsprechenden Punkten b' 
und b" schneiden. 



Die Gerade b'b" ist als die Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte der Doppeltangentenebenen (e'c") mit <D*, die Schnittlinie 
derselben mit der ihr unmittelbar folgenden unendlich nahen Doppd- 
tangentenebene i^i^i") und als solche eine Erzeugende der Flädie ^. 

Dies gilt allgemein von irgend zwei benachbarten Doj^eltangen- 
tenebenen (Sntn') und (fw^^i'fn+i'') der Fläche <D*; zwei solche schnei- 
den sich immer in einer Geraden f» , welche Erzeugende von d? ist, 
und längs welcher diese Fläche von {tn^n) berührt wird. Da aber 
zwei auf einander folgende Doppeltangentenebenen die Ebene (eV) 

in' unendlich nahen Tangenten nn'nn"^ ^+i'««+i" des Involations- 
kegelschnittes «/' schneiden, also der Schnittpunkt dieser auf J^ selbst 
liegt; sehen wir, dass weil dieser Punkt sich auf beiden genannten 
Ebenen befindet, ihre Schnittlinie tn durch ihn geht, er also ein Punkt 
der developpablen Fläche c^ ist. 

Daraus, dass sowohl der Kegelschnitt C\ also auch sein Invoh- 
tionskegelschnitt J\ als auch die Ebenen (f«'f«") und (f* » i'f»»+i") 
beliebig angenommen wurden, geht hervor, dass jeder der unendlich 
vielen Involutionskegel schnitte der Regelfläche <l>* ein eingeschrie- 
bener Kegelschnitt der Doppeltangentenebenenfläche d^ ist 

Der Involutionskegelschnitt J* bildet mit der, als Berührungs- 
erzeugende doppelt zu zählenden Geraden 6^, welche ihn in mm 
Punkte r bertlhrt, den Gesammtschnitt seiner Ebene (e'c") mit S- 
Diese Fläche hat eine Rückkehrcurve R^ dritter Ordnung, dwen drei 
Schnittpunkte mit (e'e"), weil diese Ebene eine Osculations- oder 
Schmiegungsebene derselben ist, nur in r vereinigt sein können« 
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Jene Ebene (r«), welche eine Verzweignngserzeagende e und die 
dies^ zugeordnete singulare Erzeugende e enthält, berührt <D^ in dem 
Cnspidalpunkt c ^ e, e^b* und einem zweiten auf e gelegenen 
Punkt b"\ schneidet also die Regelfläche in einem Kegelschnitt C^ 
welcher duich b'* läuft und « in c berührt. Daraus geht aber hervor, 
dass der C^ zukommende Involutionskegelschnitt die Verzweigungs- 

erzeugende e = b'b" in b" tangirt, dass demnach e auch Erzeugende 
YOD d^ ist, und die diese Fläche längs ihr berührende Ebene (e«) die 
Curve R^ in b" osculirt. 

Auch die Cuspidalebenen F^, V^ F3, V^ der behandelten Regel- 
ftlehe ^ sind Tangentialebenen von d^. Eine solche schneidet ^ 
in einem E^elschnitt Cc\ welcher e ausser in c in einem Punkte i 
schneidet, den wir Inflexionspunkt der Fläche nennen. Jede 
durch ihn in V gezogene Gerade hat nämlich mit ^ drei unendlich 
nahe in ihm vereinigte Punkte gemein. Die in i an Ce^ gelegte Tan- 
gente ist eine Erzeugende der Fläche rf', deren weiterer Schnitt — 
•/c* — mit V durch C läuft. 

Irgend eine Erzeugende 5'6" der developpablen Fläche d^ ist eine 
Doppeltangente der Regelfläche ^; woraus erhellt, dass beide Flä- 
chen ausser den vier Verzweigungserzeugenden fj, e^, 63 und e« nur 
noch eine Berührungscurve, und zwar sechster Ordnung gemein haben 
können*, welche, wie leicht einzusehen, die singulären Erzeugenden 
in den Cuspidalpunkten berührt^). 

„Jedesi der Regelfläche ^ eingeschriebenen Kegel- 
schnitt kommt, als Träger einer von den Erzeugenden 
auf ihm gebildeten kubischen Punkt-Involution, ein In- 
volutionskegelschnitt zu. 

Die Gesammtheit dieser Involutionskegelschnitte er- 
füllt die von den Doppeltangentenebenen der Regel- 
flftche ^ umhüllte developpable Fläche d^ dritter Glasse. 
Diese Fläche hat auch die vier Cuspidalebenen zu Tan- 
gentialebenen, schneidet ^ in den vier Yerzweignngs- 
erzeugenden und berührt sie in einer Raumcurve sechs- 
ter Ordnung, welche die singulären Erzeugenden in den 
Cuspidalpunkten tangirt*). 



1) Siebe vor. Art. 

2) Der redproke für f ^ geltende Setz ist leicht sv bilden. Wegen 
Rjuunerepanuae fifthien wir ihn nicht an. 
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durch ihren Berührungspunkt b dem K^ entsprechenden Kegelschnitt 
eindeutig. Dieser läuft durch b und berührt in ihm E, 

Art 15. Die reciproken Eigenschaften der Regelfläche ^ sind 
nun schnell besprochen. 

Der aus einem Punkt $ des Raumes der Fläche <P^ umschrie- 
bouo Kegel K^^ ist von der vierten Classe sechsten Ordnung, und hat 
die drei durch ^ an d^ gelegten Tangentialebenen zu Doppeltan- 
geuteneberen; wogegen er die durch L gelegte Ebene E nur einfach 
berührt. 

Er hat mit <D^ eine doppelt zu zählende Berühruugscurve Biq^ 
sechster Ordnung, zehnten Ranges (dem Geschlechto Null), und eine 
Schuittcurve zwölfter Ordnung i?** gemein. Da jeder Punkt von B^^^ 
als Doppelpunkt im Gesammtschnitt gilt, kann dieser in seinen mit 
L gemeinschaftlichen Punkten höchstens Doppelpunkte haben. 

Jene Ebene E, welche durch 5ß und eine singulare Erzeugende 
e gelegt ist , berührt <P^ in dem auf e befindlichen Cuspidalpunkt c 
und schneidet auch die Fläche in demselben. Durch diesen Punkt 
läuft sowohl B^ als auch Ä'^; jede Curve jedoch nur einfach. Die 
Berührungscurve hat mit einer Erzeugenden einen Punkt gemein, 
schneidet daher jeden <P* eingeschriebenen Kegelschnitt viermal. D» 
dies auch für den in der <J>* längs e berührenden Cuspidalebenc V 
befindlichen Kegelschnitt gilt, ausser ihm in V nur e liegt, und E die 
Fläche <l>* blos in c berührt, können die weitem zwei Schnittpauktc 
von V und B^ nur in c vereinigt sein. Die Tangente der Berührungs- 
curve B^ im Punkte c liegt daher in V und ist, weil sie auch der 
Ebene ($e) angehören muss, mit e identisch. 
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Der aus einemPunkt des 
Raumes der Regelfläche <^ 
umschriebene Kegel K^^ ist 
von der vierten Classe 
sechster Ordnung und hat 
die drei durch seine Spitze 
von dQ gelegten Tangential- 
ebenen zu Doppeltangenten- 
ebenen. Er berührt die Re- 
gelfläche in einer Curve 
sechster Ordnung, zehnten 
Ranges, welche die singu- 
lären Erzeugenden in den 
Cuspidalpunkten berührt'^ 



„Eine Ebene von allge- 
meiner Lage schneidet die 
Regelfläche ^* in einer 
Curve Cq^ vierter Ordnung 
sechster Classe, welche die 
drei Schnittpunkte ihrer 
Ebene mit der Doppellinie 
zu Doppelpunkten hat etc." 
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Wie bei der allgemeinen Regelfläche f* sind auch hier die sechs 
Rttckkehrkanten des Kegels K^^ Haupttangenten der Regelfläche, welche 
ebenso viele durch deii Punkt ^ gehende Schmiegungshyperboloide 
derselben bestimmen. Für einen Punkt einer Cuspidalebene ist der 
umschriebene Kegel und seine Berührungscurve von der fünften Ord- 
nung; der erste hat die genannte Ebene zur Inflexionsebene. 

Der aus einem Punkte der Fläche ihr umschriebene 
Kegel A3* ist von der dritten Classe und vierten Ord- 
nung^). Seine Doppeltangentenebene ist die Ebene des durch $ 
gehenden Kegelschnittes der Fläche <P*. Diese wird von K^^ längs 
einer Curvo B^^ fünfter Ordnung, achten Ranges berührt, welche 
durch ^jj läuft, in diesem Punkt die durchgehende eigentliche Ilaupt- 
tangente der Fläche berührt und die singuläreu Erzeugenden in den 
Cuspidalpunkten tangirt. Die Curve i^jj* ist durch zwei Punkte 
zweideutig bestimmt. Denn legen wir in diesen zwei Punkten 
Pi und /)2 die Tangentialebenen tj bzhw. ig au d^^, so können wir 
jeden jener zwei Schnittpunkte 5ßi und ^^ ihrer Schnittlinie mit (^ 
als Spitze des diese Fläche längs einer durch p, und pi gehenden 
Berührungscurve B^^ tangirendeu Kegels annehmen, welche nicht auf 
den durch die gegebenen Punkte bestimmten Erzeugenden liegen. 

Aus einem Punkt $ einer singuläreu Erzeugenden e wird <Z>^ 
durch einen Kegel Ä'g* projicirt, welcher die Fläche längs der ge- 
nannten Geraden und einer Raumcurve B^ vierter Ordnung berührt, 
die durch den auf e gelegenen Cuspidalpunkt nicht geht. 

Befindet sich hingegen ^^5 auf einem in einer Cuspidalebene V 
liegenden Kegelschnitt, so zerfällt K^^ in diese Ebene und einen Kegel 
dritter Orgnung und Classe, dessen Berührungscurve von der vierten 
Ordnung ist und den V zugehörigen Cuspidalpunkt nicht enthält. 

Diese Curve degenerirt, wenn ^^J mit einem Inflexionspunkt i der 
Fläche coincidirt, in die durchgehende singulare Erzeugende e und 
eine Raumcurve dritter Ordnung, welche durch den auf e befindlichen 
Cuspidalpunkt nicht läuft. 

In Raumcurven dritter Ordnung B^ wird <I>* auch von jenen 
Kegeln vierter Classe dritter Ordnung berührt, welche den Schnitt- 



1) Fassen wir K ^ als gcometrhchen Ort auf, so zerfällt er für einen 
Pookt der Fl&che in die doppelt zu zahlende Tangentialebene desselben nnd 
den Kegel K* ; während er als Envcloppe betrachtet in das Ebenenbfischcl, 
welches die dnrcb den Punkt gehende Erzeugende zur Axe hat, und einen 
Kegel K^ dritter Classe zerfallt. K* und K^ sind selbstverständlich identisch. 
(Siebe auch Art. 4.) 
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paukt dreier Caspidalebenen zur Spitze haben. Jeoe derartige Be* 
rührungscurve hat die geDannten drei Caspidalebenen in den an! 
ihnen liegenden Inflexionspnnkten zu Osculationsebenen , berührt je- 
doch nur die in der vierten befindliche singulare Erzeugende im Gas- 
pidalpunkt. Sie ist durch diesen eindeutig fixirt. 

Umschriebene Kegel zweiten Grades besitzt <l>^ ebenso wenig, als 
die Fläche ^^ nach einem eigentlichen Kegelschnitt geschnitten 
werden kann. 

Erwähnenswert sind noch die Berührungscurven mit einem Rück- 
kehrpunkt, dieser ist immer in einem Guspidalpunkt und das Centnim 
der Curve in der zugehörigen Doppelebene gelegen. 

Art 16. Eine Fläche f* nter Ordnung durchschneidet ^ io 
einer Curve R^** AniQv Ordnung, welche die n Schnittpunkte Pj, 
Pj . . . Ph der Fläche f" mit der dreifachen Geraden L zu dreifachen 
Punkton hat Die Tangenten der Curve in einem dieser Puukte F 
erhalten wir als die Schnittlinien ^, <,, ^ der Tangentialebene T von 
f" mit den drei Tangentenebenen A',, A',, E^ der R^elfläche ^ im 
bezeichneten Punkt 

Daraus geht hervor, dass zwei der genannten Tangenten, etwatj 
und tj coincidireii, wenn f»* durch einen der Cuspidalpuukte e gelegt 
wurde; und zwar entsprechend dem Zusammenfallen zweier Tangen- 
tialebenen E^ und £3 zu einer Doppelebene D des Büschels X(£), 
in welcher auch immer t^^=:t^^t liegen muss. 

Die sich im Allgemeinen in einem Punkt P zweimal durchschnei- 
dende Curve 72*** berührt sich daher, wenn P mit c zusammenföllt, 
entweder einmal, oder sie hat in ihm einen Rückkehrpunkt 

Berühren zwei Zweige der Curve die Gerade t in <?, während 
der dritte sie in diesem Punkt schneidet, so hat t mit ihr und daher 
auch mit <l>* fünf unendlich nahe Punkte gemein, von welchen einer 
auf den Schnitt mit dem dritten Curvenzweig und viere auf die Be- 
rührung der zwei andern Aeste entfallen^). Dies ist jedoch nur dann 
möglich, wenn t seiner ganzen Ausdehnung nach auf ^ liegt; was 
aber, da T immer sich in D befinden muss, zur Folge hat, dass i 



1) Die Tangentialebene T einer Raamcarve R ia einem Doppelpankt bat 
in diesem mit ihr — den zwei Doppelpnnktstangenten t^ and t^ entsprechend 
— yicr unendlich nahe Punkte gemein. Coincidiren t^ und tj^ zu einer Ge- 
raden t\ so hat jede Ebene des Büschels der letztem, wie leicht einzusehen, 
die Bedeutung ron 7, d. h. < selbst mit R rier unendlich nahe Punkte gemein. 
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nit ß coinddirt, also die TaDgeetialebene T durch die singulare Er- 
zeugende € geht. 

Besteht c aas einem Rttckkehrpankt, welcher von dem zweiten 
Ast emmal geschnitten wird , so hat t mit B^ und daher auch mit 
^ rier in e vereinigte Punkte gemein. Drei als Bückkehrtangente 
in e, zu welchen noch der vierte, als Schnitt mit dem zweiten durch 
e laufenden Ast tritt. 

In diesem Fall — welcher der allgemeinere ist — kann t irgend 
eine durch e in D gehende Gerade sein, also die Tangentialebene T 
TOB f** in c eine beliebige Lage haben. 

Weil jede (P^ eingeschriebene Curve als teilweiser- oder Gesammt- 
schnitt dieser Fläche mit einer zweiten angesehen werden kann, gilt 
der Satz: 

,J^ine der Regelfläche <D^ eingeschriebene [ebene 
oder räumliche] Curve, welche durch einen Cuspidal- 
punkt läuft, hat in ihm entweder einen Rückkehrpunkt 
oder die durchgehende singulare Erzeugende zur Tan- 
gente V* 

Eine Cuspidalebene V berührt (P^ in allen Punkten einer singu- 
Ilren Erzengenden e. Wenn daher B^^ die Gerade e schneidet, so 
berührt sie in diesen Punkten immer auch V. 

Ausser den n Schnittpunkten von e mit Ä*", deren jeder für V 
doppelt zu zählen ist, schneidet diese Ebene die Curve in 2n-Punkten, 
welche sich also auf dem in V gelegenen Kegelschnitt C^ befinden 
müssen. 

Geht f** und mithin auch I&* durch den in V liegenden Inflexi- 
on^unkt t, so hat diese Curve mit V drei unendlich nahe in % ver- 
einigte Punkte gemein, nachdem sie C noch in 2n — 1- und e in 
n— I-Punkten ~ ausser in i — schneidet, und jeder auf e gelegene 
Punkt für V für zwei Punkte gilt. Ist also R^ eine ebene Curve, 

wo dann n ^ 1 ist, so hat sie in i einen Wendepunkt, ist sie hin- 
gegen räumlich, dann wird sie von F in / osculirt. 

„Eine der Regelfläche ^ eingeschriebene (ebene 
oder Raum-) Curve berührt in ihren Schnittpumkten 
mit den singulären Erzeugenden die Cuspidalebenen.^^ 



1) Siehe die Berflbroiigscanren. 
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Läuft sie durch einen Inflexionspnnkt, so bat sie in 
ihm im Allgemeinen bzhw. einen Wendepunkt, oder die 
durchgehende Cuspidalebene zur Osculationsebene.^ 

Art. 17. Bei einer etwas eingehendem Untersuchung der einer 
Regelfläche eingeschriebenen Raumcurven drängt sich vor Allem die 
Frage auf, durch wie viele Daten eine solche bestimmt ist 

Die Beantwortung dieser für die Regelfläche CH ist verhftltniss- 
mässig leicht, da sie sich auf das bereits gelöste Problem, einen 
Kegel durch Kanten zu bestimmen, zurückführen lässt. Wie dies ge- 
schieht, wird diese Untersuchung zeigen. 

An dieser Stelle wollen wir nur erwähnen, dass wir — und zwar 
an einem scheinbar speciellen Fall — eine Formel aufstellen wer- 
den, aus welcher mau durch einfache Substitution der in jedem Fall 
für die zu untersuchende Curve gegebenen Daten, die Zahl ihrer Be- 
stimmuugsstücke bequem finden kann; und von der wir zeigen wer- 
den, dass sie für jede Annahme gilt, also alle der Regelfläche ^ 
eingeschriebenen Curven umfasst 

Die oben erwähnte wegen ihrer eigentümlichen Entstehungsart 
scheinbar specielle Cun enclasse — welche jedoch alle auf O* liegenden 
Curven enthält — ist jene, welche man als teilweisen Schnitt der 
Fläche O^ mit einer durch ihre dreifache Gerade L gelegten Fläche 
jm+M erhält. Um die Untersuchung möglichst allgemein zu machen, 
nehmen wir an, f*"l** sei eine Regelfläche (m+w)ter Ordnung, die 
L zur 97) fachen Geraden hat, und durch q Erzeugende von 0* geht, 
wobei die letzteren untereinander windschief sind, oder auch zu zweien 
oder dreien sich schneiden. Beide Flächen haben unter dieser Vor- 
aussetzung noch eine Raumcurve Ä^, iV = 4[3m-}-w] — Sm—q^ 
m+4w — gter Ordnung gemein; da jede gemeinsame Erzeugende der- 
selben als Curve ersten Grades, und die Gerade L als resp. Bestand- 
teil 3- und m^^' Ordnung der sich schneidenden Flächen als gemein- 
schaftliche Curve 3mter Ordnung in Rechnung zu bringen ist 

Eine Ebene E des Büschels L schneidet die Fläche CH in einer 
Erzeugenden e und berührt sie in dem Schnittpunkt P dieser mit I; 
dieselbe Ebene hat mit f"^**, ausser der mmal zu zählenden Geraden 
X, n Erzeugende f^, e^ ... fn gemeinschaftlich, deren Schnittpunkte 
mit Z, nämlich Q^, Q^ . . . Qn-i, Qu, die n Tangentialpunkte bezeich- 
neter Ebene mit f*»+»» sind. 

Die Erzeugende e trifft die n Erzeugenden s^, s^ ... in in ebenso 
vielen Punkten p^, i?« • . • pn, welche sämmtlich der Curve R^ ange- 
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hören. Dies gilt auch dann, wenn einer dieser Punkte, etwa pu mit 
Pcoincidirt, also beide Flächen sich in P berühren; auch dann ist 
er, wie leicht einzusehen, ein Punkt dieser Cur^e — jenen Fall aus- 
geschlossen, in welchem die Erzeugenden e und n zusammenfallen, 
d. h. eine der q gemeinschaftlichen Erzeugenden bilden. 

Irgend eine durch eine derartige Gerade cn gelegte Ebene A 
berührt sowohl ^ in einem Punkt a derselben, als auch f'»+~ in 
einem zweiten Pankt b. 

Beide Punkte bilden bei der Drehung von A eine quadratische 
Involution, deren zwei Doppelpunkte offenbar die Eigenschaft haben, 
dass sich in ihnen die Regelfiächen berühren. Einer dieser Punkte 
ist P, wogegen der andere irgendwo auf efjt liegt, und mit den n— 1 
Scbnit4)ankten dieser Geraden und den andern in E befindlichen Er- 
zeugenden fj, £j . . . £h-h f*+i • • • ^»* die n der Curve R^ und der 
bezeichneten Erzeugenden s tn gemeinschaftlichen Punkte vorstellt. 

Ans diesen Auseinandersetzungen ist klar, dass, wenn man von 
der Zahl der Doppelpunkte jener Reihen, welche durch P und die 
Qi9 Q2 •'• Qm Auf ^ gebildet werden, die Zahl Q abzieht; man die 
Anzahl M der L und E^ gemeinschaftlichen Punkte «j, s^, «3 . . . «m 
erhalt. In jedem Punkte P kann man an O* drei Tangentialebenen 
J^, JBj, Äg legen und jede berührt f'»+»* in n Punkten, die alle dem 
Punkte P entsprechen; umgekehrt sind einem Punkte Q m Punkte P 
zugeordnet, weil man in einem solchen m Tangen tenebeuen A', ... 
Em an f*"+" legen kann und jede zugleich eine einfache Tangential- 
ebene von ^ ist. Die Beziehung zwischen den Reihen L{P) und 
X<Q) ist daher m — 3n deutig, und also die Zahl 

M «= m-}-3n — q = N — n. 

Der ans einem beliebigen Punkt P von L der Curve Ä^ um- 
schriebene Kegel K^ ist von der iVten Ordnung, hat die in P sich 
schneidenden drei Erzeugenden c', e" und c** von <^* — da jede eine 
nponktige Secante von R^ ist — zu n fachen und L selbst — aus 
demselben Grunde — zur 3f fachen Kante. 

Da dies, wie erwähnt, für jede Lage des Punktes P gilt, und 
eine Af fache Kante eines Kegels die Stelle von ^ Bedin- 

gungen vertritt^), ist die Zahl der K^ bestimmendee Daten (z. B. 
Kanten) : 



\) Bezüglich der Zahl der Bestimmnngsstücke eines allgemeinen Kegels 
weiten wir den g. Leser auf die für ebene Carven aufgestellten Plücker'schen 

TsU LXV. IS 
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^_ N(N+3) M(M+1) 3n(n+l) 
^"" 2 ~ 2 2 ' 

welche durch Substitution des Wertes: 

die Form 

I) Z— Af— (Jlf-iV)(2Jlf— iV) 

annimmt 



Formeln, welche nuch fftr Kegel Geltung haben; nnr mnss man, wie tos der 

Projection genannter Conre erhellt, statt Punkte — Kanten alt Elemente ao* 

M(M4-\) « , 
nehmen. Dnss eine Af fache Knnte eines Kegels für — ^ Bedingungen 

(x. B. einfache Kanten^ gilt, dürfte doch nicht allgemein bekannt sein; «c** 
halb wir hier einen, unseres Wissens, neuen Beweis des reeiproken fftr ebene 

Cunren geltenden Satzes, dass ein Af facher Punkt — ^ — ^^ einfnche Bestin- 

mnngsstlicke ersetzt, geben. 

Wir fassen, um recht schnell an*s Ziel lu gelangen, eine Curre iZ-f-lter 
Ordnung mit einem i/ fachen Punkte L in's Auge. Wfthlen diesen und irgeed 
einen einfachen Punkt E su Scheiteln von StrahlenbQscheln L{A) und E(B)^ 
welche CJ'+l erzeugen sollen. Irgend ein Strahl A des ersten BflscbeU 
schneidet C^'l'l, ausser in X, in einem Punkte p, der mit £ den A sageonl* 
neten Strahl B des letztern Büschels fixirt. Diesem entsprechen 3i Strsblen 
A^ da er die Gurre in £ und M andern Punkten inSt 

Die Beziehung zwischen B und A ist eine l^m deutige, und daher die 
Verwandschaftsgleichung der Büschel — welche zugleich Gleichung der Corre 
ist — die folgende: 

I) «Ke'+«ip'-'+ .- +«jf-ip+«jf]+CA)e'+U.p'-> 

+ ...+ßM-l9-\-ßji]-0 

wenn o das Teilvcrh&ltniss irgend eines Strahles B von £(B)t bezüglich zweier 
angenommener fester Strahlen B^ und B^ des Büschels E bedeutet; und unalog 
mit Q das Teilverhältniss eines Strahles J, bezogen auf zwei bekannte Strshleo 
Ai und A^ von L(A) bezeichnet ist. 

Nehmen wir L zum Ursprung und Ai und A^ zu Axen eines rcchtwink- 
ligen Coordinntensystemcs, in welchem x und y die Coordinaten eines Pnnkte* 
sind, so ist: 

X 

und 
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Dies ist die Zahl der Bestimmungsstücke für einen der Curve R^' 
amschriebenen Kegel K^^ möge seine Spitze P irgendwo auf L an- 
genommen sein. 

Dieser Kegel hat mit O* ausser E^ den drei Erzeugenden c\ 
e", c*, welche sich in F schneiden , und welche zusammen im Ge- 
sammtschnitt (<P*Ä^) — der von der Ordnung iN ist — als Linie 
Snter Ordnung treten, und der Geraden Z, welche für einen Schnitt 
3Jfter Ordnung gilt, keine weitere Linie gemein; da die Summe der 
Ordnungszahlen der Schnittlinien: 

N+3n+3M^ N+Sn + SiN—n) =- iN ist. 

Wenn wir daher Z Punkte Pu pi " ^ pz der Regelfläche O^ mit 
irgend einem Punkte P von L verbinden, diese z Verbindungslinien 
/,, /^ . . . /s als Kanten des Kegels K^ (Nter Ordg.) ansehen, welcher 
L zur Jifachen und die drei in P sich begegnenden Eezeugendeu c', 
e*, c** zu n fachen Kanten hat; so wird dieser O^ noch in einer Curve 



wenn a,x-f 6,^-1* <^i = ^ ^"d a^ar f 6^-f Cj = bzhw. die Gleichungen von 
B^ and B^ sind. 

Dnrch Substilntion dieser Werte von q und g in die Gl. I) erhält ninn : 

welche Gleichong dnrch Zusammenfassen gleich hoher Potenzen die folgende 
Form annimmt: 

Die» ist also die Gleichung der Curve CÄ'+I» bezogen auf ein rechtwink- 
liges Coordinatensjstcm, welches ihren A/ fachen Punkt zum Anfangspunkt hat. 
Sie bat (if-f 2)-|-(itf-f I)— 1 =2(ilf-|-l) unabhängige Coefficientcn, und ist da- 
her durch ebenso viele Punkte und ihren 3/ fachen Punkt bestimmt. Daraus 
nnd uns der Tatsache, dass eine allg. Curve J/-(-lter Ordnung durch 
4(1/4' OC^"!"*) ^Qiil^^ (Bedingungen^ gegeben ist, folgt, dass der gegebene 
irffache Punkt L für 4^i/+l)(i/+4)«2(J»r+l)= ii/(i/+ 1) einfache Be- 
Kimmnngsstücke gilt, was zu beweisen war. 

WiU man den Beweis an einer ganz allgemeinen Curve besprochener Art, 
«. B. einer Curve C^^^ if-|-iVter Ordnung erhärten, so hat man in der- 
selben Weise vorzugehen, nur statt Gl. I^ die folgende zum Ausgangspunkt zu 
wählen : 

«^«iP^+^-^ + «2P^+^"^+ . • «Jr+-v] + ö^-^[l5iP^+^~^+ ...] 

+ ... +[yi^+^-*+ ... +yif4i^] = 0. 

IS« 
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r^ Nier Ordnung schneiden , welche durch die s g^ebenen Punkte 
läuft, L zur 3f punktigen and jede Gerade e zur npunktigen Seeaale 
hat. Die 3f Schnitte der Cunre r^ erkennen wir als die Berühmngt- 
punkte der 3/, den Kegel K^ längs L tangircnden Ebenen mit ^. 
Ebenso sind die n einer (der drei gen.) Erzeugenden e der Cunre r" 
gemeinschaftlichen Punkte jene, in welchen ^ von den n Tangential- 
ebenen des Kegels K^ in der Kante c berührt wird. 

Hätten wir die Z Punkte auf R^ augenommen , so wäre der 
durch sie und einen Punkt P in angegebener Weise fixirte Kegel Ä* 
offenbar identisch mit jenen Kegel, welchen wir der Curre R^ ans P 
umschreiben. 

Dies aber hat zur Folge, dass auch die Curvcn R^ und r^' — 
welche die Gerade L gleich oft treffen und Z Punkte gemein haben 
— Punkt für Punkt zusammenfallen, und beweist in Yerbindung mit 
dem Vorhergehenden die Richtigkeit des Satzes: 

„Die Anzahl der Punkte, durch welche eine der 
Regelfläche <^ eingeschriebene Raumcurve Nter Ord- 
nung, die die dreifache Gerade zur Mpunktigen Secante 
hat, gegeben ist, ist: 

Z^ M—{M—N)(2M—NY'^) 

Wichtig ist es nun zu wissen, wie man die Zahlen M und N 
wählen darf. Dass diese von einander nicht ganz unabhängig sind, 
sehen wir bereits aus der Gleichnng 

in welcher n die Anzahl der Punkte bezeichnet, in welchen ü^end 
eine Erzeugende e der Regelfläche <P* die Curve R^ schneidet 

Das Verhältniss zwischen diesen Zahlen ist leicht zu finden, wenn 

wir bemerken , dass der der Curve R^ aus einem Punkte P von L 

umschriebene Kegel K^ — wenn er nicht in Kegel niederer Ordnung 

und mithin R^ in Curven niederer Ordnung zerfallen soll — höch- 

f^ 1\ fj^ 2) 

stens s — ~ — Doppelkanten, oder vielfache Kanten, welche 



I) In derielben Weise findet man, dass eine einer Begelfiftche i^^l 
m-f 1 ter Ordnung mit einer m fachen Geraden L eingesehriebcne Raamcarr« 
iVter Ordnung, welche L 3/ mal schneidet, durch: 

Punkte gegeben ist 
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diese Anzahl ersetzen, haben kann, dass demnach, weil eine q fache 
Kante für ^-^^ — Poppelkanten gilt, & aber L zur Af fachen und 

die drei in P sich treffenden Erzeugenden e', e'\ t!" von <D^ zu 
»fachen Kanten hat, immer die Relation: 

3f(3f— 1) 3n(n-- 1) < (N-'\){N— 2) 
2 + 2 ^ 2 

besteben muss. 

Setzen wir in diesem Ausdruck für M den Wert iV— n, so er- 
halten wir nach einigen Reductionen das Resultat: 

U) N^^n + 1, 

welches sich nach Einführung von M auch in der folgenden Form 
schreiben 

m) M>^1 

und in den zwei gegenüber stehenden Sätzen aussprechen lässt: 

„Eine der Regelfläche <!^ umschriebene Raumcurve, 
welche die Erzeugenden zu npunktigen Secanten hat, 
ist mindestens von der Ordnung 2n-|-l V 

,yEIine auf der Regelfläche Q^ liegende Raumcurve 
^ter Ordnung hat die dreifache Gerade L mindestens 

zur — ^ — punktigen Secante." 

Setzen wir in II) für n die Werte: 

n -= 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 . . . 
90 ergiebt sich für N die Reihe : 

^«3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19... 



Für die erwähnte Begelfliche 0m+l (m-|-lter Ordnung mit einer 
«facben Geraden) ist, wenn nz=:N^^M gesetzt wird 

„> n«(l°.m)+»(l-ii>)-2 
^= 20^=1) ' 

wobei anch hier N die OrdnongsEahl der Cntwt und n die Ansah! ihrer 
^hoittponkte mit einer Ersengenden der ^m^l beseichnet. 



278 Ameseder: Uther rationale Regtlfiächen vierten Grades. 

aas welcher u. A. ersichtlich ist, dass eine <P^ eingeschriebene Raoia- 
curve R^ vierter Ordnung die Erzengenden dieser Fläche nie zu zwei- 
punktigen Secanten haben kann; daher auf. 0* nur Raumcurven 
vierter Ordnung und zweiter Art liegen. 

Dieses Ergebniss ist übrigens unmittelbar klar, nachdem eine 
Curvc R*y welche jede Erzeugende und daher auch L zur zweipunk- 
tigen Secante hat, sich aus einem Punkte P von L durch einen Kegel 
K* projicirt, der sowohl Z, als auch die drei sich in P schneidenden 
Erzeugenden zu Doppelkanten hat, also in zwei Kegel zweiten Grades 
degenerirt, die auf (P^ ebenso viele K^elschnitte fiziren. 

Art. 18. Bevor wir zur Untersuchung der speciellen Raumcurren 
übergehen, haben wir noch nachzuweisen, dass die Formel I) allge- 
mein, d. h. für jede <l>* eingeschriebene Raumcurve R^ Nter Ord- 
nung gilt. 

Dies geschieht am einfachsten dadurch, dass man für R^ die 

Zahl der Bestimmungsstücke in der Art des letzten Artikels bestimmt 

Wir nehmen zu dem Endo an, R^ würde irgend eine Erzeugende von 

O* in n Punkten schneiden — wobei nach der Relation ü) imm^ 

<iV— 1 
die Bedingung n ^ — ^ - statt haben muss — und also L wir 

N—n = 3f punktigen Secante besitzen. 

Der der Curve aus einem Punkte P von L umschriebene Kegd 
K^ hat unter dieser Annahme L zur Jlf fachen und jede drei sich in 
P begegnenden Erzeugenden zur n ^ N — AT fachen Kante; ist dem- 
nach durch die Angabe von: 

Z = i[N(N+ 3) — M{M+ 1) — 3(iV— M) (N— M+ 1) ] 

= JW — (3f — N) (2Af — iV) 

Kanten, und also R^ durch ebenso viele Punkte gegeben ^). 

Dieses Resultat stimmt vollkommen mit dem im letzten Artikel 
gefundenen, und beweist daher unsere Behauptung. 

Wir müssen noch bemerken, dass es keinesfalls gleichgiltig ist, 
ob einige der gegebenen Punkte einfache Punkte der Regelfläche lind, 
oder ob sie auf der dreifachen Geraden L angenommen wurden. 
Denn während im ersten Fall der Punkt p mit andern a— 1 Punkten 
— die sich ebenfalls nicht auf L befinden — die Curve R^ eindeutig 



\) Die Beweisführung — welche eine Wiedcrbolang des Art. 17. ir&re- 
ist hier nur angedeutet 



1 
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ßxirt, laufen dnrch die letzteren und einen Punkt F von L drei 
Ciirven genannter Art und wir müssen zur vollständigen Bestimmung 
von R^ noch angeben, welche von den drei Tangentialebenen der 
Begelfläche <P^ im Punkte P sie berühre; nachdem erst diese, als 
eine Tangentialebene des \R^ aus einem Punkte von L umschriebe- 
nen] Kegels K^ diesen, und zwar mit den andern Punkten fixirt. 

Will man entscheiden für wie viele Bedingungen ein auf L ge- 
gebener pfacher Punkt Pq einer Raumcurve B.^ gilt, so umschreibe 
man ans ihm der Curve den Kegel. Dieser ist von der Ordnung 
^— q and hat L zur M — p fachen Kante. 

Die iftmmtlichen p Tangenten der Curve R^ in Pq müssen in den 
drei Tangentenebenen £?], E^^ E^ der Regelfläche O^ im bezeichneten 
Punkte liegen; und wir wollen, um wieder den allgemeinsten Fall im 
Auge zu haben, annehmen, dass sich fi derselben in ^i, v in E^ und 
daher q — ^— v in E^ befinden. Unter dieser Voraussetzung sind 
die drei in Pg zusammen treffenden Erzeugenden e^, e^ und f^ von 
<^ vielfache Kanten von Ä^-c und zwar — wie eine kurze Ueber- 
legung zeigt — bzhw. vom Grade n— ^, n — v und n — p4-f*+^i 
80 dass JP^-f und mithin auch R^ durch Angabe von: 

weiteren Bedingungen gegeben sind. Aus welchem Ergebniss erhellt, 
dass der p fache Punkt: 

ein&che Daten vertritt. 

Ist nicht angegeben, welche der Ebenen E^^ E,, £3, ^ und welche 
V Tangenten des Punktes Pq enthalten, das Yerhältniss (iiiviX) 
ihrer Verteilung jedoch bekannt; so haftet dieser Angabe immer eine 
Vieldeutigkeit im Resultat an. So genügen z. B. den besprochenen 
Bedingungen sechs Curven R^^ alle diese haben in P^ einen p fachen 
Punkt und enthalten die z—^ einfachen Punkte, jede wird aber in 
P^ in Verteilung ihrer Tangenten auf A\, A,, E^ von den andern 
nnterschieden sein. 

Um dies klarer zu machen, nehmen wir an, es sei p «= 2 und 
^ ». V » 1, d. h. die Curve R^ habe in Pq einen Doppelpunkt, dessen 
zwei Tangenten nicht in einer <P^ in P^ berührenden Ebene i>\, £^, 
i^, sondern in zwei derselben liegen. 

Ans Formel IV) resultirt für diesen Fall i -=» 2, woraus hervor- 
geht, dass der Doppelpunkt P^ für zwei Bedingungen gilt, welche 
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jedoch nicht eindeutig sind, da, den drei Combinationcn £|£^ KiE^ 
und E^E^ entsprechend durch z—2 Punkte drei Curreu £' gehen, 
die alle P^ zum Doppelpunkt haben , deren jede je4och ein inderes 
der drei Ebenenpaare berührt*). 

Allerdings kann auch der Fall vorkommen, dass ein ein&ch^ 
auf L gelegener Punkt einer bestimmten Anzahl eindeutiger Bedio- 
gungen äquivalent ist, doch sind dies nur Ausnahmen. 

So ist eine Curve R^^ welche in P^ einen dreifachen Punkt hat, 
dessen jede Tangente in einer andern der drei Ebenen £|, £^ £, 
liegt, durch Angabe von noch Z—S Punkten eindeutig gegeben; 
während durch Z — 6 Punkte drei Curven R^ laufen, die denselben 
Punkt P^ zum dreifachen Punkt haben, dessen drei Tangenten jedoch 
in einer Ebene E liegen. 

Art. 19. Einfacher gestaltet sich die Bestinunung der Zahl dei 
Bedingungen, welche durch einen gegebenen pfadien Punkt, der sich 
nicht auf L befindet, vertreten wird. Er liefert nämlich mit irgend 

einem Punkte P von L verbunden eine Gerade j^^L, welche eine 
p fache Kante für den aus P der Curve R^ nmsohriebenen Kegel Ifl 

ist. Diese Kante gilt für ^ ^^ einfache Kanten und daher der 
g fache Punkt pq für 

V) a' = ^^ 

Punkte der Curve R^, 

Jede Tangente t der Curve in p^ — und überhaupt in irgend 
einem Punkt derselben — gibt ein weiteres Bestimmungsstück; weil 

die durch sie und p^P gelegte Ebene den Kegel K^ längs dieser 
Kante tangirt, also eine Tangentialebene mit bekannter BerOhrungs- 
kante ist. 

Aus diesen Erklärungen ist ersichtlich, dass alle SätEO, welche 
über vielfache Kanten und überhaupt über die Singularitäten einet 
Kegels bekannt sind, unmittelbar auf die (D^ eingeschriebene Ranm- 
curve übertragen werden können. 

So findet man durch weiteres Verfolgen dieses Vorganges u. A., 



I) Für iV=:3 erbalteo wir das, aocb in anderer Weise leicht sn bewei- 
sende ErgebnisSi dass durch einen Punkt der Fl&che 0* drei ihr eingescbrie« 
bene Curven dritter Ordnung gehen, die denselben Funkt P von L buoi Doppel- 
punkt haben. 



n 
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dass ein Rückkehrpankt der Gurre, wenn er angegeben ist, für vier, 
wenn er blos als vorbanden angenommen wird, jedoch nur für zwei 
Bedingungen gilt etc. 

Anch die Rangzahl r der Raumcurve R^ kann man vermittelst 
des Kegels K^^ und zwar seiner Classenzahl c berechnen. Denn es 
ist klar , dass eine durch die Spitze P des Kegels K^ laufende Ge- 
rade g mindestens von so vielen Tangenten der Curve R^ getroffen 
wird, als man durch sie Tangentialebenen an den Kegel K^ 
legen kann. Diese Zahl wird aber immer um die Anzahl jener Tan- 
genten vermehrt werden müssen, welche sich in der Spitze des Kegels 
K^ schneiden, und deren Berührungspunkte — nachdem sie sich als 
Rfickkehrpunkte projiciren — zum Unterschiede von den eigentlichen 
Rflckkehrpunkten der Curve, deren Bilder eben solche Punkte sind, 
scheinbare Rttckkehrpunkte genannt werden. 

Wahrend also ein wirklicher Rückkehrpunkt der Curve ihren Rang 
um drei vermindert — entsprechend der Verringerung der Classen- 
zahl des Kegels K^ durch die durch ihn bedingte Rückkehrkante — 
vermindert ein scheinbarer Rttckkehrpunkt derselben ihren Rang nur 
um zwei, da seine Tangente immer durch die Spitze des Kegels läuft, 
und also g schneidet^). 

Eine 3f fache Kante des R^^ mag dieselbe durch einen wirk- 
lichen Mfachen Punkt der Curve, oder eine if punktige durch P 
gehende Secante derselben hervorgerufen werden, vermindert ihre 
Classe um M{M— 1) und daher den Rang der Curve um ebenso viel. 

Daraus geht die Richtigkeit des folgenden Satzes unmittelbar 
hervor: 

„Eine der Regelflftche <P^ eingeschriebene Raum- 
curve jVter Ordnung, welche die dreifache Gerade L zur 

~-2 — pnnktigen Secante hat, ist vom Gesohlechte Nnil.^ 

Besitzt sie wirkliche Doppel- oder vielfache Punkte, so müssen 
diese immer aaf L liegen, wenn sie nicht in Curven niederer Ordnung 
zerfallen soll. 

Ist die Spitze P jenes Kegels JP^, welchen wir zur Bestimmung 
der Rangzahl der Curve R^ benutzen, ein pfacher Punkt derselben; 



\) Dies ttinait nit der ;Bcb«opcang im Art 19. der Abbdlg. „Theorie 
der Begelfl. 4. Grades mit etc«*, 6u% der Uebergiog einet fcbetobaren in einen 
^Vlichen Bflckkebrpnnkt den B«ng am Ein« Termindert. 



282 Amesederi (Jeher rationale Regelßächen vierten Grade». 

SO hat man zu dor in angegebener Weise gefundenen Zahl r nock 
2p zu addiren, um die Rangzahl zu erhalten ^). 

Art. 20. Da eine, wenn auch nur kurze Untersuchung der ape- 
ciellen Raumcurven den Umfang dieser Schrift durch die Mannigfaltig- 
keit der möglichen Fälle allzusehr vergrösscm würde, wollen wir nur 
jene, welche die Erzeugenden der Fläche (P^ zu einpunktigen Se- 
canten haben, kurz berühren. Die Raumcurven dieser Art haben 
Vertreter in allen Ordnungen und erwecken auch deshalb besonderes 
Interesse, weil zu ihnen auch die Berührungscurven der Begelflftche 
gehören. . 

Die Kegelschnitte haben wir zu Genüge besprochen. 

Für die Raumcurven R^ dritter Ordnung finden wir durch Sub- 
stitution von iV » 3 in die für alle diese Curven geltende Formel 

Z«2iV— 3*), 

dass sie durch Angabe von drei Punkten vollkommen bestimmt sind 
In dem von den unendlich vielen Raumcurven dritter Ordnung ^, 
welche durch zwei gegebene Punkte p' und ^ laufen, gebildeten 
Büschel sind auch zwei ebene Curven dritter Ordnung C (siebe 
Art 13.) und zwei degenerirte Curven. Jede der letztem wird durch 
den durch den einen Punkt laufenden Kegelschnitt Cj' und die durdi 
den zweiten fixirte Erzeugende t" gebildet 

Durch zwei Punkte, von welchen der eine auf der dreifachen Ge- 
raden liegt, sind hingegen drei Curvenbüschel R^ möglich, deren jedes 
durch eine Tangentialebene der Fläche im bezeichneten Punkt näher 
fixirt wird. 

Eine auf <Z^ liegende Raumcurve vierter Ordnung hat L immer 
zur dreipunktigen Secante, ist von der zweiten Art, dem Oeschlechte 
Null und durch fünf Punkte gegeben. 

Die Raumcurven fünfter Ordnung zerfallen bereits in zwei dasseo 
Ri^ und i?2^ die |der ersten Classe haben die Erzeugenden zu ein- 
punktigen, die der zweiten zu zweipunktigen Secanten, diese sifl«^ 
durch fünf — jene durch sieben Punkte fixirt, und beide Gattungen 
sind vom Geschlechte Null. Haben sie vielfache Punkte, so liegen 
diese immer auf L, 



1) Entsprechend den q Tnngentcn der Curvc in Pq. Vergleiche Art. 5. 

2) Diese Formel findet man aus Gl. I) im Art. 17., indem man jlf=A'l 
setzt. 
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Aehnlichcs gilt von den Raamcurven sechster Ordnung. Jone 
Gattung, welche die Erzeugenden einmal schneidet, ist durch neun 
Punkte hestimmt und vom Geschlechte Null ; wogegen die andere mit 
jeder Erzengenden zwei Punkte gemein hat, vom zwölften Rang ist 
und acht Punte zu ihrer Bestimmng erfordert etc. 

Art. 21. Wir betrachten nun zwei Regelflächen ^^^ und Oi\ 
wdche ausser der dreifachen Geraden L einen Kegelschnitt C* ge- 
mein haben, und sich daher noch in einer Raumcurve fünfter Ordnung 
schneiden. 

Ii^end eine durch L gelegte Ebene schneidet <Pi^ in einer Er- 
zeugenden fj, O2* in einer solchen r^, bestimmt auf C^ den Punkt p 
und auf L die zwei Tangentialpunkte ßi ^ (Le^) und ß^ = (Le^). 

Die Beziehung zwischen diesen Punkten ist S— 3 deutig (siehe 
Art 17.) und es wird daher sechsmal geschehen, dass zwei entspre- 
chende Punkte der durch sie gebildeten Reihen coincidiren. In jedem 
der sechs Doppelpunkte 6, d^, b^ ... 65 bertthren sich beide Flächen, 
woraus umgekehrt folgt, dass einer dieser Punkte, etwa 6, in den 
Schnitt von L und C^ zu liegen kommt, während die andern fünf 
Punkte — wie erwähnt — dadurch zu Stande kommen, dass die in 
einer Ebene des Bflschels L liegenden Erzeugenden e^ und Cf beider 
flächen sich nicht nur in dem Punkt p von C* schneiden , sondern 
auch L in demselben Punkt b^ (oder b^ ,.,) treffen, also ihrer ganzen 
Ausdehnung nach zusammenfallen. 

Die Curve R'* besteht demnach aus fünf Erzeugenden, welche mit 
L und C* den Gesammtschnitt beider Regelflächen vorstellen. Durch 
diesen Gresammtschnitt kann man unendlich viele, ein Büschel bil- 
dende Flächen bezeichneter Art legen. Jedes Element (O*) desselben 
ist durch Angabe noch eines Punktes fixirt 



m. 

Die Regellliebe nlt elser dreiCaekcB «b4 einer clBCiieken 
i Leitgeraden. 

Art. 22. Diese Fläche (qr*) ist sowohl eine SpedaUtät der Fläche 
<^, als auch der — dieser redproken — Fläche W\ Sie entsteht 
aus dieser Fläche durch die Annahme , dajt die drei in einer Ebene 
der einfachen Lettgeraden Hegenden Erzeogeoden sich in einem Punkte 
treifen — dessen geometrischer Ort die dreiüsche Gerade ist Be- 
ciprok spedalisirt skh die Fläche 9* zn der BegeMädie ^ dnrch 
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die Bedingung, dass die drei in einem Punkt P der dreifacheii Ge- 
raden L zusammentreffenden Erzeugenden e', e" und ^ in einer 
Ebene E liegen. 

Diese Ebene bat mit <p* nocb eine Gerade G gemein, in wdcher 
wir die einfache Leitlinie der Regelflftche erkennen. Denn irgend 
eine andere Ebene ihres Bttscbels sehneidet die Regelfläche nodi in 
einer Curve dritter Ordnung, welche, weil sie den Schnit^nnkt P 
ihrer Ebene E mit L zum dreifachen Punkt hat, notwendig ans drei 
Geraden c', e", c^ bestehen muss. Diese bestimmen auf G ebenso 
viele Punkte — die Berührungspunkte B'^ Bf\ Bf^ der Ebene K — 
deren Gcsammtheit eine kubische Involution^) bildet, die mit der 
Punktreihe L{P) projectivisch ist und mit ihr 9»^ erzeugt 

Die Doppelpunkte dieser Involution sind die vier Inflexionspankte 
der Regelfläche, ihnen entsprechen auf der dreifachen Geraden die 
vier Cuspidalpunkte etc. 

Diese Fläche tp^ kann man auch als das Erzeugniss des Ebenen- 
Büschels G{E) und der diesem projectivischen mit. (G{B) projectivi- 
schen Ebenen-Involution X((S) ansehen. Die Beziehung zwischen 
beiden Gebilden ist allgemein ein-dreideutig und lässt sich durch die 
folgende Yerwandschaftegleichung ausdrücken: 

in welcher t das Teilverhältniss einer Ebene E^ bezogen auf zwei als 
fest angenommene Ebenen E^^ E^ desselben Büschels bedeutet, and 
8 den analogen Ausdruck für eine Ebene S von £<(£) vorstellt 

Nimmt man die dreifache Gerade L zur {; Axe eines rechtwink* 
ligen dreiaxigen Coordinatensystems und bezieht man # auf die (|{) 
und (v^ Ebenen desselben, so kann man es in der Form: 

V 

und das Teilverhältniss t durch die Gleichung: 
darstellen. 



1) Die Gleichang dieser Inyolntion lisit sich in der Form: 

schreiben, wenn x ond y die TeiWerhiltnisse iweier conjngirter Punkte, besogca 
Muf zwei als fix Angenommene Punkte sind« 



^ 
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Sabsütulrt man diese Werte in I), so resnltirt nach Ausffihning 
^et angezeigten Operationen : 

welche Gleichung nach Znsammenfassang gleich hoher Potenzen in 
die folgende übergeht: 

11) ... . ail^+o^S^v+aaS'i/^ + ^i^vS+aV 

Dies ist also die Gleichung der Regelfläche q>^ in dreiaxigen nor- 
malen Punktcoordinaten , bezogen auf die dreifache Gerade L als t 
Axe; sie hat zwölf unabhängige Constante, ist daher durch ebenso 
viele zusammengehörige Wertegruppen von $, v und l oder also durch 
Angabe von zwölf Punkten bestimmt. 

„DieRegelfläche vierten Grades mit einer einfachen 
nndeiner dreifachen Leitgeraden ist durch die letztere 
und zwölf Punkte — oder die erstere und zwölf Tangen- 
tenebenen vollkommen bestimmt.^' 

Doch auch die Gleichung I) ist eine analytische Darstellung der 
Regelfläche q>*\ sie beweist — nachdem sie sieben unabhängige Coef- 
ficienten besitzt, und diese aus ebenso vielen entsprechenden Werten 
der Teilverhältnisse t und a berechnet werden können, jedes Werte- 
paar der letzteren aber eine Erzeugende der Fläche bedingt — die 
Richtigkeit des folgenden Satzes: 

„Die Regelfläche tp^ ist durch ihre beiden Leitgera- 
den und sieben Erzeugende (odor Punkte oder Tangen- 
tialebenen) eindeutig bostimmt.^^ 

Die Eigenschaften der Fläche q>^ ergeben sich alle durch zweck- 
mässige Spedalisirung der im zweiten Abschnitt für die Flächen ^ 
nnd W^ aufgestellten, und wir wollen von ihnen nur die erwähnen, 
daas jede Berührungscurve B^ sechster Ordnung die einfache Leit- 
linie G in drei coiyugirten Punkten B\ B^\ ß*" der Involution Q{B) 
trifft; nachdem irgend eine Ebene des Büschels G die Fläche in einer 
solchen Punktgruppe berührt. Umgekehrt ist eine jede tfS einge- 
schriebene Raumcurve sechster Ordnung, welche die vier singulären 
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ErzeugendeD in den Cnspidalpnnkten tangirt und die einfache Leit- 
linie in drei conjngirten Punkten der Involution G(B) schneidet, eine 
Berührungscurve der Fläche etc. 

Es wäre noch zu bemerken, dass die untersuchten Flächen anch 
einer Einteilung ÜMg sind, welcher die Realität bzhw. Compiexität 
der Cuspidalpunkte zu Grunde liegt 

Für die Regelfläche <r>* (und g)*) ist wieder jener Fall vom be- 
sonderen Interesse, in welchem zwei Cuspidalpunkte coincidiren, die 
zugehörigen singulären Erzeugenden fallen dann auch zusammen und 
bilden eine Schmiegungserzeugende, welche die Eigenschaft hat, dass 
sich längs ihr jeder den O^ eingeschriebenen Kegelschnitten aus dem 
bezeichneten Cuspidalpuukt umschriebener Kegel anschmiegt FOr 
np3 gehen alle diese Kegel iu die dem Cuspidalpuukt perspectivische 
Cuspidalcbene ttber. 
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1, deren Differentiale 
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), soweit sie von der 
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liebe CoDstant^n ein- 
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enelement nie zuzieht, 
) kann es nicht miss- 
infiuher Corre gesagt 
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Dies in vorige Gleichung eingeführt giebt: 
und nach Integration 

1 -/ = (ak+C+iD)rq, = aqq^ + (C+iD)rq^ 

Da der letzte Term, sofern r^, variabel und complex ist, nicht reell 
sein kann, so folgt, dass C-\-iD == ist, also: 

1 — / =- aqq^ 

Eliminirt man k zwischen den Gl. (8) (9), so kommt: 

qr' ^rq' ^ - e"** 

und nachdem man für r, r' ihre Werte aus Gl. (6) (5) eingesetzt hat: 

m+^'ax-l (12) 

Da q einen willkürlichen constanten Factor hat, so kann man -> » 

_}- für 5, <2j schreiben. Dann wird 

/=l-5«i (13) 

und jener Factor ist nun so zu bestimmen, dass gemäss (12) 

<Zgi + 49V-2 (14) 

wird. 

Aus dem Weile von / findet man durch Differentiation: 

r = -3'9i-99i' (lö) 

Der Wert von / ergiebt sich aus Gl. (2), welche nach Elimination von 
/" geschrieben werden kann: 



Ü 



2-(l~/)(l+cot2^) 



2cot| 



das ist nach Substitution der Werte (14) (13) (11) für 2, 1-/, 
cot ^ : 

l « ggi^Tg'gi (16) 
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/" =. — UO'\'U^V^ 
/ assa tit7j-{-U|V 

n = 1 — tii* — üj* 



Uj8-j-^«_l 



tt«-j-t,«— 1 



§. 2. Reelle Elemente. 

Die Grössen fi und r sind als implicite Complexe eingefifthrt; es 
ist aber aus 61. (4) zu ersehen, dass ihre reellen Elemente eine Re- 
lation erfüllen müssen, damit ^ reell wird; diese soll ermittelt wer- 
den. Sei 

r « e^+^ (17) 

und M nnd N reell. Dann zerfällt 61. (4) in folgende zwei : 

woraus nach Elimination von ^': 

und nach Integration: 

Die Integrationsconstante ist der willkürliche Factor von r. Hiemadi 
lässt sich N entwickelt in 3/ darstdlen; zur Vereinfachung sei jedoch 



dann wird 



AT = log (2 cos x) 



(18) 



Damit 3f jede reelle Grösse vertreten könne, muss nach Gl. (18) * 
die Werte zwischen und R, und ausserdem in alle Werte von 
bis 00 durchlaufen. Für die letztem ist J^— x'* positiv, tg*x negativ, 
also iV' nicht reell. Nachdem also n auf die reellen Werte von 

bis R beschränkt ist, muss weiter k' ^ ^ smn, und man kann ohne 

Abzug an Allgemeinheit für t dieVariable n einführen mit der Relation: 

2dN 



dr 



smn 



dann wird, wenn man co f ür ^ schreibt, 



I =. ^tgKCoendt = tgxcotnSx 

) 

r = 2co8«.e*" (19) 

atiatJon : 
, „, r coe2xcosn — »'bIdSk ,, _^ , ,^ 
'; ••+4 = 2^8li «'""■'"' <20> 

^Aas 61. (4): 

**= COt2xC08K — re' 
= cot2xcoBn9T = 2cot2xcotn8x 

11. (5) and (20) 

^ zweit« Losung 

g — — .-Binxe-'«**-' 

mOSBen Doch einen gemeinsamen constanten Factor 
ler Gl. (11) genügt. Sa nan vorstehende Werte 

= y2, nnd mau bat anznweuden for x Axe: 
iV28in«e-«*+">; r — 2y2coej«e*" 
sprechen dem q die znBammengeeetztcn liösnngen : 

cos xe*- — isin x r-«#+") 

•(cos» e*— Bin «e-*<*+"' I 

FotukI (13) die KchtangBconnu der Tangente; 

h — C(»2x 

[«+H<9i+W - irin2xBin(t+2äi) 

:«+ K)(9i- **-i) = •in2iH!OS(iC+2o») 

1 geht daraas hervor: 

i2xsinn 

i«n3iBin(#+2M)+co3«C06<*+2») 

im ««»•(♦+ 2«)— cosÄ «(if-H- 2») 
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und nach dor Relation l «= gh!—hg' folgt: 

l ^ — sin2xcos:c 

m= C08 2«C08 7r8m(t^+2<*>) — 8inÄC08(i/;+2fl)) 

n =. C082xC087KC0S(t^-|~^^)~l~^^^S^^(^4'2^) 

Hier kann man n und n als zwei Variable ansehen, die in einer die 
Carve bestimmenden, die specifische Gleichung vertretenden Relation 
stehen. Die übrigen Yariabeln sind in ihnen dargestellt durch 

^ = 2/8xcot2xcot7r; od =«/8)etgxcot« (21) 

T— 2/-^; ^«^— « (22) 

^ sin»' ^ ^ ' 

Will man auch in den Functionen von f* die reellen Elemente 
scheiden, so hat man zun&chst: 

u 2r' 
tg|^ = -=»tgjce«'' (23) 

woraus die übrigen Functionen leicht folgen. 

Zu bemerken ist noch, dass eine Constante zu ^ addirt nur eine 
Drehung um die x Axe bewirkt Unabhängig davon lässt sich die 
Oonstante in ^ beliebig wählen. 



§. 3. Curven für einfache Fälle der specifischen 

Gleichung. 

Im voraus sei aus der Curventheorie erwähnt, dass die Krüm- 
mungsbreite X und der Torsionsbogen c definirt sind durch 

tg A = ö— ; Off — ; = -: — ; 

^ dz cosA smil 

Statt der Formel für o kommt hier nur vor die folgende: 

I rt o /*A <^ot7u P r, cos» ,^,, 

Sei zuerst » «0; dann giebt dieselbe, da % constant: 

* sm2x 

ausserdem ist 

^ = TC0t2» = ^ 

folglich 

cot2x = tgil; 2« = R — A 



1 Kräm'i'iinga' und Tora 



ff; »=ttgA 



cht also einer linearen Relation zwia 
ist conBtant, u mit z, 9 proportioni 



islcos«; fi = coBisino 

inff; ä' '^ cosö 

n 1 cos ; n sin iBiu ff 

ticBinw = c (conBtant) 
c 

" COB« C 

Gl. (26): 
-c*8inl; tgw = 



Vi — c*C08i 

,^2m — - / SKCOsn 

d K auf * zurückfahrt und inttgrirt 

k 
[-2(0 = arctg(etg*) — ^ 

ArackL, 



cfaung wird 

«tdlen «ich sehr önfach in i 4 
(27» (»j in die tUgeiueiDeii Än«ii 
^ wir a^ter aal kflfwrem Wege ! 
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cotfflog8in2»; ^-^-29» » cotfflogtgx 



Sinn; 



woraus: 



Sei femer 
Dann findet man: 



e^^ = sin (t sin») 
I I o * 1 * Tsin» 

sin 2x = c^'' 

» = R— 2x 



^ « 2x; ^-|-2a> = r = logcot« 
^=-4*+2R; tgi = 2sin» 



woraus: 



t«f-*^ tei«2sin| 



fC 



2R-f; 



4 



R 



ifr-{-2a> « T 



Dies eingeführt giebt: 



sin 2 1 ^— — coSöSiu'p; ^ 



— coSq cos» 



/'«isinO; flr' 



^ 



sin*ö- Bui » — cos 2 cos T 
Ä — sin* 2 C08T+ cos 2 8*0 * 



* = — cos*2 I wss—sm« (cos 2 sint+cosrj 



n = — am öl 



cos H" cos T 



— sinr 1 



Sei ferner 
Hier wird 



» = R — 4x 



I'-Jtgg — 2 5 l|'+2«= 28in-2— 



t ilogtgg-; »-Jt«^ — 

and die spedfische Gleichang lautet: 



3» 



(31) 



(32) 



* «= ie-»»— Sftrctge-*^ 



(33) 
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§. 4. Reihen lösbarer specifischen Gleichnngen. 

Begleitende Cnrve einer Cnrve s habe ich eine solche genannt, 
deren Tangente relativ znm begleitenden Axensystem (Tangente, 
Hanptnormale, Binormale) von s durch Bestimmungsgrössen der Ur- 
corve ausgedrückt ist. Gegenwärtig wird nur die Richtung der Tan- 
gente der Begleitenden in Betracht kommen. 

Nächst der Parallelität der beiderseitigen Tangenten, welche hier 
kein Interesse hat, gab es zwei Fälle, in denen die specifischen Glei- 
chungen der beiden Curven in einfacher Beziehung zu einander stehen. 
Bezeichnet man durch den Index 1 die Zugehörigkeit zur Begleiten- 
den, so war der erste Fall der, wo die Hauptnormalen von a und «] 
gleiche Richtungen hatten, ihre Tangenten einen constanten Winkel 
bildeten, so dass, anwendbar auf alle 3 Coordinatenaxen, angenommen 
war: 

/i ■= /"cosa+Zsino; l^ «= — /'sina-j'/coso; /i'«/' 

und daraus folgte: 

^j =r ^cosa4-78in<^; Tj = — Oslna+Tcosa (34) 

tfj =* a; Aj «= k'\-a 

Der zweite Fall war der einer Tangente an «^ in der Richtung 
der Hauptnormale von «, wo also 

/j CB /'; i^ « icosA+^sinX; /i'= /sinil— /cosil 

gesetzt war, und hervorgieng: 

T, = <j; ^i = A 

Im erstem Falle hiess «^ eine Verdrehung von s um den Winkel 
ft. Alle Verdrehungen geben einen (llyklus von Curven, in welchem 
dieselben stets verbleiben, so oft man sie auch um neue Winkel 
verdreht. 

Der letztere Fall ist der einer Evolvente, allgemeiner als diese 
imr in Hinsicht auf das Bogenelement. 

Machen wir hiervon Anwendung auf die Curve linearer Torsion, 
d. i. linearer Relation zwischen r und ^, welche lautet: 

dcosA — TsinA = 

80 giebt eine Verdrehung um a nichts weiter als 

^cos(A-f «)— tsin(A-j-o) = 
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also wieder eine linear tordirtc Curve, insbesondere fftr o=«2ibR — l 
eine ebene Curve ^ = 0, und f ür a « (2ifc-|-l)R— A eine Gerajde 

Für die Evolvente bat man hier: 

^, = X (constant) 

Sie ist mithin eben, desgleichen alle Evolventen von Evolventen. 
Vordreht man eine solche, so wird sie zwar wieder doppelt gekrümmt^ 
bleibt aber stets linearer Torsion. Daher führt selbst die Combi- 
nation beider Operationen nicht aus der Curvenclasso heraus. 

Die inverse Operation der Verdrehung ist nur eine Verdrehung 
um den negativen Winkel. 

Aus der Inversion der Relation (34) erhält man: 

<jj « t; A, = ^; Ti =/3tcos^; ^i «/Stsin^ (35) 
/i = isin^— /'cos^; l^ = ^cos^+/'sind; fi=-f (36) 

Sofern ^ einen willkürlichen Anfang hat, stellen diese Gleichongen 
einen Cyklus von Curven dar, und zwar sind sämmtliche nur Ver- 
drehungen von einander. Für linear tordirte ürcurve wird 

woraus als speciüsche Gleichung hervorgeht: 

^i*+^i* = cotU (constant) (37) 

Die hierdurch bestimmte Curve habe ich die cyklisch tordirte ge- 
nannt. Sie stimmt für <; » sin A überein mit der in (30) gefundenen 
Das System der Richtungscosinus ergiebt sich nun durch Substitution 
der Grössen (25) in die Gl. (36); nämlich: 

/i = — cosXsin^; gi =* sinXsinffsin^ — co8<rcos^ 

Äj == 8inilcos<Fsin^-f-8in<ycos^ 

/i'==sinA; ^i'= cosilsin<F; Äi'= cosilcosö 

Zi' = — cosilcos^; mi= sinAsincrcos^+coscrsin^ 

f^j = sin l cos a cosd — sin ö sin ^ 

Hier ist k constant, ^ und a proportional variabel, nämlich 
\ ^ « asin;i = Aj =* <F, tgA (38) 
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Die cyklisch tordirte Curve hat demnach folgende Eigentümlichkeiten. 
Sie bleibt bei jeder Verdrehung unverändert. Ihre Haupt- 
normale hat constante Neigung gegen eine feste Gerade 
(hier die o; Axe), degenerirt aber, sobald sie auf ihr senk- 
rechtwird, in eine linear tordirte Curve. Ihre Krüra- 
mangsbreite (A^) variirt proportional mit ihrem Tor- 
si onsbogen (6y). Diese Eigenschaften lassen sich leicht über- 
schauen, wenn man Gl. (37) als Gleichung eines Kreises betrachtet, 
wo T, und ^1 die Coordinaten, A, den Centriwinkel , ^i den Bogen 
bedeutet, und eine Verdrehung den Sinn einer Rotation der Figur um 
den Mittelpunkt hat. Die Beziehung zur Urcurve ergiebt den Satz: 

Die cyklisch tordirte Curve ist die Evolute einer 
linear tordirten — oder: Die linear tordirte ist die 
Evolvente der cyklisch tordirten — unter Evolute u. s. w. 
die Curvenclasse verstanden, zu welcher die Evolute gehört 

Nimmt man von der cyklisch tordirten Curve die Evolute, von 
di^er wieder, u. s. f., so erhält man eine Reihe von Curven, deren 
specifische Gleichungen sich recurrent in der Form darstellen: 

n^\ = / 8n cos ^jt ; ^+i = / dxk sin ^ (39) 

Um für diese Relationen eine Constructiou zu erhalten, denke man 
die als bekannt vorausgesetzte Relation zwischen tu und ^i^ diese als 
ebene Coordinaten betrachtend, durch die Curve oi dargestellt. AT 
sei die Axe der rik, P ein Punkt auf tfjk, JV dessen Projection auf 
AT. Nun drehe man die NP um N bis nach A"Q, so dass Winkel 
QNT^ iVP wird. Dann biege man -4T, ohne Dehnung, so, dass 
alle Geraden NQ, die Richtung der alten Axe AT bekommen. Dann 
stellt die so erhaltene Curve die neue Torsionslinie (fk-M bezüglich 
auf die alten Axen dar, und der verschobene Punkt N entspricht auf 
ihr dem Punkte P. Denn man hat: 

tf*f 1 « T* = AN 

At^i = ^* — Wkl. QNT = NP 

und zwar ist h^i der Winkel zwischen der Tangente an Oh^x und 
der Axe der xk-^i. 

Der Umstand, dass die Curvenreihe sich nicht rückwäi-ts verlän- 
gern lässt, und Verdrehungen ohne Wirkung sind, ist der linearen 
Torsion eigentümlich. Geht man z. B. von der Curve 

tgj-e^ (32) 

ans, so ergiebt sich durch Verdrehung ein Cyklus von Curven: 
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^ ^cosa-i-rBma .. , 

tg 2 — e-*^«+'<^« (40) 

Die erste in der Reihe der Evolventen ist bestimmt durch 

J ^2 

a^sinO ^ . ^ 
28m ;r 



J «'"2 



» 2 

2 

nod nach Elimination von ^ wird die specifische Gleichung: 

», - log ^-y^-^i' _|_ Y4—^t (41) 

Die erste in der Reihe der Evolventen geht hervor ans 



^ 7 8in« 



2 



j/l+48in>| |/l+48in»|-co8j 



= 2 arcl« \- log 



2 008 Ä SiDÄ 

««^'-g.-asing 

woraus nach Elimination von ^: 

1 2 - y5cos» ^-l ,,,. 

ro - 2arctgy =p=^= +log gj^ö (^) 

Wie mau sieht, hat diese Curve die EigenttUnlichkeit, dass der Tan- 
gens ihres Torsionswinkels gleich dem Torsionswinkel 
ihrer Evoluten*Evolute ist. Beide nämlich sind gleich 
dem doppelten Sinus des halben Torsionswinkels der 
Evolute. 

Combinirt man die Verdrehungen mit den Evolutenreüien, so 
findet man, dass jede Evolute flu- sich einen Verdrehongscyklus re- 
präsentirt Eine Verschiebung des Anfangs der ^ nämlich bewirkt 
eine periodische Verdrehung der Evolute. Ebenso bewirkt eine Ver- 
drehung der Urcurve nur eine Verschiebung des Anfangs der ^, eine 
Verschiebung des Anfangs der ^ aber hat gar keine Wirkung aof die 



\ 
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ETolvente. Die CombiDation venuBg dot danii andere. Dämlich all- 
gemeinere, Cnrven herrorzabringeii, wcdd die VerdrebDDg der Evo- 
iDtenbildang vorhergebt oder der ETolventenbildong oacbfolgt. 

Im erstem Falle b&tte man von Gl. (40) auszugehen und die 
Evcdnte nach den Ol. (39) zn berechnen, doch sind die Integrationen 
mcbt ftaafahrbar. 

Im zweiten Falle iat aus t" nnd ^ die Terdrehnng zn bilden, 
also nor in Gl. (42) die entsprechende SnbstitDtion filr t" nnd 9" zn 
machen. Diese VerallitemeineninK eebt natarlicb in der feroern 
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Alle Begleitenden einer linear tordirten CarTe, 
deren Tangentialrichtung relativ zu ihr nnveränderlich 
ist, sind gleichfalls linear tordirt nnd haben mit ihr 
einen gemeinsamen Torsionsbogen. 

Als Torsionslinio, wie in §. 3., constmirt stellt sich c als Gende 
dar, deren Richtungscosinas gegen die Tangente, Biuormale, Hanpt- 
normale sinA, cosA, sind. Nimmt man za neuen Coordinatenaxen 
die Tangente, Binormale, Hauptnormale der Begleitenden, so werden 
die Richtungscosinus derselben Geraden a: 



das ist 



^sinA + i^cosA; Vl--(^sinA+/^cosA)«; 

sin A, ; cos A^ ; 



und diese sind die Richtungscosinus der Geraden c^. Folglich sind c 
und a^ nicht bloss der Länge nach, sondern auch der Stellung im 
Räume nach identisch, und mau hat den Satz: 

Die gerade Torsionslinie ist für alle Begleitenden 
von fester relativer Tangentialrichtung der Stellung im 
Räume nach dieselbe. 

Wendet man forner die Gl. (46) auf die cyklisch tordirte ürcune 

T*+^ = cotg*y (const) 
an, wo demnach 

T = cotysinA; ^ = — cotycosA; k = atgy 

ist, und setzt 

so wird 



A'cosa; 2/ = Äjsina; C ^ k^ 



Ti « coty/aAVl — ik«8in*(A+«) 

^^ = — A; cot y cos(A + «) + arc tg [ik'tg(A + a)\ 

Demnach stellt sich r^ hier als ein Ellipsenbogen dar. Von der 
Evolute der Begleitenden ist dies dann der Bogen der Torsionslinio 
doch ist letztere selbst keine Ellipse. 

Sind jetzt A^ B^ C beliebige Functionen von r, 0, o oder A, so 
kann man auf folgendem Wege zu Ausdrücken von r^, 9^, ähnlich 
denen in (46) gelangim. Die Werte der eingeführten Coeffidenten 

sind: 

A^ = A'— C; B^ = B'+ C^'; C^ = C'+ A^-B^ 



't 



B^B 

ausserdem hat man: 



Ä 



t 



A^A 



A^A 
B^B 
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(: 



^y = ^,*+ A*+ C,' = A,* + B,» + C» 



Diese Summe dreier Quadrate lässt sich in die Summe zweier Quadrate 
verwandeln, etwas vereinfacht durch die Substitution: 

^ = cosxcosf«; i^ = cosxsinfi-, C = sinx (47) 

Setzt man 

D = x'-|~cosfA — ^'sin^ 



so wird 


E= fA'cosx-}-sinx(sinf4-f-^'co8fA) 
A^^ — Z>sin xcos (i — -Esin fii J 




-öj = — Dsinxsinft + ^coSfA / 




C, « Dcosx ' 




A^ = £sinxcosf» — Dsin/ii j 




B^ = liJsin X sin fi + X>C08 |[i | 




Cj = — £C08X 




(|.)'=^+^-. 



} (48) 



(49) 



(50) 



(51) 



61. (45) differentiirt giebt: 



+ (^,- Ä,^')/'+ Q(^'/-/) (52) 

Diese Gleichung muss nach Einsetzung der Werte (45) (44) fflr l^ 
und/] unabhängig von /, /, /" gelten, die drei daraus hervorgehen- 
den Relationen der Coeffidenten aber unter sich identisch sein ; denn 

^ ist die einzige darin enthaltene nicht gegebene Grösse, die Ge- 
gebenen A, B^ C aber vertreten bedingungslos eine mögliche Tangen- 
tiabichtung der Begleitenden. Folglich ist es gestattet, fflr /, /, f 
ein beliebiges Wertsystem zu setzen. Sei also 

/=8in^5 / — — cos^; /'=»0 

Dem entsprechen die Werte: 

und nach Holtiplication mit 
gebt GL (52) Ober in 



V 
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— ^s'cos (i'{-E cos «(sin jt* -[- ^'cos n) ] 

= (Z>«— ^){ — />'— ßft'sinx+^cosxCsiiifi + ^'cosft)} 

oder 

und nach Integration erhält man: 

^1 =arctg^+/(^8^+^3*-3f*B"^«) \ 

Der letztere Ausdruck lässt sich auch folgendermassen schreiben. 
Man hat: 

Ädd''{-BdT = co8x(8in^+^'co8^)3T 

«= cotx(jK — f»'co8x)3r 

daher ist 

E , /•A^cosxSt— SiA ^^^^ 

Der einfachste Specialfall ist offenbar £ = 0; hier wird 
T^ «/Z>8t = x+/{cos^8t — 8inf»3d) 



* t/ Sil 



sinx 
und zwar ist 



sinttÖT+cosuS^ da , ^^ , ^ 

cotx = ^ = -« 3^8ina+^) 



also nach Elimination von x 



Ti = arc tg kr^ "^ -^ 3tf cosa + f*) 



(55) 



^1 =- — /V8|ii2+eaäsin«(A+/i) 

Setzt man, noch specieller, 

aft = atfcos(il+fA) (56) 

woraus 

X = X-{-fA — R 

so wird 

Ti = A+2fi; ^i«-<T (57) 

Dies angewandt auf linear tordirte Urcurve giebt: 




also 
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x=2arctge*'; /* « 2arctgc<' — A+R (58) 

Ti >= 4arctgc*' == 4arctgc— ^* 3 

Verdreht man die Begleitende um einen Rechten, indem man setzt 

^1 - -^i; ^1 ^ ^2 (59) 

so lautet die specifische Gleichung : 

das ist dieselbe Gurve wie (32). Hiermit ist diejenige Begleitende 
gefanden, welche die linear tordirte in die Curve (32) flberftthrt. 
Ihre Tangentialrichtung relativ zur Urcurve ist nach (50), (wo E=^0)i 

f^^ l^ = -— /sinft-j-icosfA 

and zwar ist ^ bestimmt durch (58), mithin 

(2 — t^^) cos A -{- 26«^ sin l 
81»^ = 1+^5 

(1— c2tf)sinA — 2c''cosX 
co«^ l+^2i^ 

Um auch von der cyklisch tordirten auf die Gurre (32) zu gelangen, 
braucht man nur zuerst auf die Evolvente überzugehen, welche linear 
tordirt ist, und zu dieser die eben bestimmte Begleitende zu nehmen. 

Der Annahme (56) steht zur Seite: 

d^ == dtftg7rsin(A-|-^} (^ constant) 
Hier wird 



ti = cotw/3^cot(A+^); ^1 = 



sin TT 

und in Anwendung auf linear tordirte Urcurve 

Tj = cot»logsin(A+^) = cotwlogsin(A— -^iSinw) 

woraus nach Verdrehung um einen Rechten (s. (59)): 

e^fttg^r = sin(rssin9r) 

übereinstimmend mit der Gurve (31). Auch diese Iftsst sich also als 
gleitende einer linear tordirten Curve darstellen. 
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Note über lineare DiflFerential-Gleiehungen. 



Von 

Simon Spitzer. 



1. 

Unter welchen Umständen lässt sich die Differential-Gleichung 

y"+^iy'+-%=0 (1) 

in welcher X^ und X^ gegebene Functionen von x sind, auf die Form 

(y+Lyy + M(y*+Ly) » (2) 

bringen? 

Soll die Gleichung (1) auf die Form (2) gebracht werden können, 
so muss folgende Gleichung identisch stattfinden: 

y"+jry+^y = (y'+Zy)'+3f(y'+Xy) (3) 

Aus ihr folgt: 

und damit diese identisch stattfinde, muss sein: 

X^^ L +M 

Xq^ L' +LM 

Aus diesen beiden Gleichungen ist X und 3/ zu bestimmen. Aus der 
ersten von ihnen folgt: 

/. = Ax — ^ W 



\ 
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Dies in die 2 te Gleichung eingeführt, gibt: 

und hieraas ist M zu ermitteln. Zu dem Zwecke setze ich in die- 
selbe 

M^- (5) 

z 

unter « eine neue Variable verstanden, und erhalte sodann: 

2"— Xiz'+ (Xq — Jf,')« = 

oder in anderer Form geschrieben: 

z''-(X^zY+Äoz^O (6) 

Lässt sich hieraus das z bestimmen, so ergibt sich sodann mit- 
telst der Gleichung (5) das M^ und mittelst der Gleichung (4) das L, 
Aus der Gleichung (3) folgt, wenn man in selbe für M seinen in (5) 

stehenden Wert — einführt, und dann die Gleichung von Brüchen 

Dies iSsst sich auch so schreiben: 
l /z(y"+Xiy'-\-Xoy)dx = z(i,'+Ly) + C (7) 

I 

unter C eine willkürliche Constante verstanden; es ist somit z der 
integrirende Factor der vorgelegten linearen Differential-Gleichung. 

Beispiel. Es sei die vorgelegte Gleichung folgende: 

y"=s icy'-l-ny (8) 

unter n eine ganze positive Zahl verstanden. 

Die Gleichung (6), welche zur Bestimmung des integrirenden 
Factors z dient, lautet in diesem Falle: 

z''+xz*+a-n)z'«0 (9) 

Ein particuläres Integrale dieser Gleichung ist (siehe meine Vor- 
lesungen über lineare Differential-Gleichungen, Seite 84, Formel 140) 

« = aj»-i + i(n - 1) (n — 2)x"-3 + f^jCw— 1) (« — 2) (n— 3) (n-4)a;»»-ö 
+ g~-j(n~l)(n-2)(n~3){n-4)(n-5)(n~6)a:— 7+... 

Ans dieser Reihe ergibt sich leicht das z' und sodann das L und das 

20* 



^ 
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Wenn man demnach die in der Form 

aufgestellte Gleichung (6) mit ztfx multiplicirt und integrirt, so er- 
hält man vermöge oer Gleichung (7) nachstehendes Integrale: 

[x"-l+i(«-l){»-2)a:«--3-|--^^j(n-l)(n-2)(«-3)(«- 



~p+i«(n-l)a:'*-S4. jl ^ n(n-l)(n-2)(n-3)x»-H-...ly-=^ 



(10) 



Es gestattet somit die Gleichung 

y" = xy'+y (11) 

welche sich auch folgendermassen schreiben lässt: 

nachstehende Schreibweise: 

und somit ist 

y^^xy = C 

das Integrale der Gleichung (11); auf gleiche Weise gestattet die 

Gleichung 

y"~ar/-.2y = (12) 

folgende Aufschreibung: 

Aus ihr folgt: 

oder: 

und dies ist das Integrale der Gleichnng (12). 

Die Gleichung 

y"-V-3y = (13) 

gestattet folgende Anfschreibung: 

Aus ihr folgt: 

, x^+Zx _ C 

oder 

(x«+l)y' — (y3+3«)y-C 
u. s. w. 
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Unter welchen Umständen lässt sich die Differential-Gleichung 

2^«+J^y"+ jr^y'+^oy - (14) 

in welcher -X^, X^ und Xq gegebene Functionen von x sind, auf die 

Form 

(,/+Ly'+Myy + N(y"+Ly'+My) = (15) 

bringen? 

Soll die Gleichung (14) auf die Form (15) gebracht werden 
können, so muss folgende Gleichung identisch stattfinden: 

y'^+Xiy''+X,y'+Xoy « (y"+Ly'+MyY+N(y''+Ly'+My) 

Aus ihr folgt: 

/'+JK^''+Xiy'+Xoy=/'+(2H-i\^)/+(i.'+M+ZiV)y'+^ 

und damit diese identisch stattfinde, muss sein: 

X^ = L +N 
Xi^ r + M+LN 
Xq = M'+MN 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

Dies in die beiden andern Gleichungen substituirt, gibt: 

X^ = M'+MN 
Aus der ersten dieser zwei Gleichungen folgt: 

M= X^ — X^*-\~ N'^X^N+N"^ 
Dies in die andere substituirt, fahrt zu folgender Gleichung: 

und diese dient zur Bestimmung von N. Setzen wir 

Z 

unter z eine neue Variable verstanden, so erhält man 

;r-j:^"+(jKi-2jr,')^-(^"-jr/+ j[;,)2 « o 

oder anders geschrieben: 

^-(X^TM^^y-^ = (16) 
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Lässt sich hieraus das z bestimmen, so ergibt sieh sodsim us 
der Gleicbnng 

das N^ femer aus den beiden Gleichungen: 

das L und das M. 
Aus der Gleichung 

y^+X^"+X,y'+X^ = (/+ V+3fy)' +i\r(y"+V+%) 

folgt sodann, wenn man far N seinen Wert setzt, und sodann die 
Gleichung von Brüchen befreiet: 

und diese l&sst sich auch so schreibe^: 

unter C eine willkürliche Constante verstanden. Es ist somit z d^ 
integrirende Factor der vorgelegten Differential-Gleichung^ 

Beispiel. Es sei 

y'^^xy'+ny (17) 

unter n eine ganze positive Zahl verstanden. 

Die Gleichung, welche zur Bestimmung von z dient, lautet fOr 
diesen Fall 

Ein particuläres Integral dieser Gleichung ist (siehe meine neuen 
Studien über die Integration linearer Differential-Gleichungen Seite 14, 
Formel 36) 

*"" (n-l)!""3.(n—4)! + 3.6.(n — 7)! 3.6.9. (11—10) + *" 
Es gestattet somit die Gleichung 

welche sich auch folgendermassen schreiben läsit: 

jr-^ajy' — y = 

nachstehende Schreibweise: 

(y"-fl^)' » 
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nnd hieraus folgt 

y"^xy — C 

als Integral der Gleichung (16). 

Dio Gleicbnng 

y"— a»'— 2y = 
lasst sich SO schreibea: 

Hieraus folgt: 

„ y' C 

y —-—Xj, = - 

oder 

xy"—y'~x^y == C 

und dies ist das Integral der Gleichung (19). 

Die Gleichung 

/■— !cy' — 3y = 
fahrt anf: 

Sie gibt integrirt: 

„ 2 , , 2— k' C 

^ ~x^'^ ^ä~''"x 

oder in anderer Form: 

Aof gleiche Weise erhält man für die Glcichang: 

y"— «ff'— 4y = 
das Intetcral: 

-5y=0 
?'+(2tta*-«»)y=(7 



■'+fy (1) 

EQ integrireu, differontüre ich die- 
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aj«y(3-^) _ 2yLX y<2-/i) -{- (^« + ^ — a:)y <> -«) - (2) 

Nun setze ich 

Dadurch geht obige Gleichung über in 

« V— 2fA««'+ (/*•+ f* — x)% — 
sodann setze ich 

unter Z eine neue Variable verstanden, und erhalte hierdurch 

Das Integral dieser Gleichung ist (siehe Seite 97 meiner Vor- 
lesungen aber Integration linearer Differential-Gleichungen) 

+2 



Z =- C^x j t^'^^iu^ —4 du 



—2 
+2 



+ C,y* <^*Vt?=l {xlog[(u»-4)Va5]+ ?^^ 



—2 

folglich ist 



+2 



-2 
+3 



+ Ot ^1 [^y «-^'* Vu« - 4 { a.log[(u«--4)y xl+^'IJ^} ci« ] 

—2 

das Integral der vorgelegten Differential-Gleichung, unter C^ und C^ 
willkürliche Constante verstanden. 

Die Methode, die ich vorgeschlagen habe, um die Gleichung (1) 
zu integriren, ist nicht ganz strenge. Ich habe nämlich die vorgelegte 
Gleichung — \k mal differentiirt, hierdurch sollte eigentlich die Grlei- 
chung (2) folgendermassen lauten: 

und da ich den 2. Teil der Gleichung (2) gleich Null setzte, so bleibt 
mir nichts anders übrig, als die Richtigkeit des gefundenen Integrales 
direct nachzuweisen. 



Spilter: Noit äbtr Untan Dißirntiai'GUichvngen, 

Ich werde nnn zeigen, dasa der Qleichmig 
geoflgt wird iDr 

»- sä ["*'/«"•'■ V.?=I'< 

Um diesen Nachweis zn ^hrea, entwickele i' 
(3) in eine Reihe uud beweise sodann, dass diese I 
ve^^enz auf den ersten Blick ersichtlich ist, der vor( 
genOgt. 

Die Formel (3) gestattet folgende Schreibweise 
setEt man der Etkrze halber 

/ V"»» — 4tt»dM = Pn 

to dehtman, dass P» fOr jeden ungeraden Wert v( 
somit geht die Gleichung (4} tlber in: 

Bnd dies Usst sich aach so schreiben: 

Beachtet man non die bekannte Formel: 

90 geht obiges y Aber in : 
»- 2! "'•+ 31 ' 2!+ 4! " l 



+ 
oder in abgekürzter Form geschrieben 
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»=( 



►=»(^+n— 1)! P2«-4 



Nun ist noch das P zn berechneu. Es ist: 

+2 
ftii-4 « / yü«^^ u2»*-* du 

Man kann dies auch so sehreiben: 

2 



Pin^i — 2 / l/tt» — 4tt2»»-4du 





Dies vereinfacht sich Air 

und geht Aber in 

1 



m-i V^-iT 



1^8,^ c= 22«-i V— i / Vi— ü»ü— *dp 



Setzt man nnn 
so erhält man 



t>* = to 



1 



L / «?»•-; 



oder kürzer: 

r(n-|)r(i) 



/>aH-4 = 22~-2 ydi 



r(n) 



Setzt man diesen Wert in die Gleichung (5) nnd lässt man die 
Constanten Factoren, welche in y auftreten, weg, so erhält man: 



Nun ist: 






r(n-|)^ ^'^'^-^-f-^> m) 



oder auch 

rf 3. (2n~4)! . 

Folglich hat man, wieder mit Hinweglassung constanter Factoren: 

** c* (^ + n — 1) ! x**_ 
^^Hf2(n-2)!(«-l)!H! 

Es gibt daher der Ausdruck 
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»-Sä ["+'/'■'"''""-""] 



in eine Beihe entwickelt folgende ' 

" 1!2! *^^^1I2!3! *^ 

lud diese iit convergent and lei 
drang GenOge. "Man k&nn g snct 



tuid diese Reihe ist nierkwtkrdigi 
ueg&tiTe Werte von f>. 



Integration der linearen Diffe 

:«a-«V'+(§- 

Prof. Scbnarz bat im 7&ten Band 
and angewandte Mathematik, Sei 
der Differendal-Gleichang (1) in 
gOBtellt: 






iBt. Die lUchtigkeit dieser parti 
Cayley im Quarterly Jonmal of i 
16, Seite 268 nachgewiesen. 

Ich werde mir hier erlanben, ) 
''on Schwarz gefundenen particnl 
glanbe bierdnrch einen Conuneni 
haben. 



316 Spitzer: Note über lineare Differential^ Gleichungen, 

Moltiplicirt man die beiden oben aufgestellten particaläFen Inte- 
grale mit y ^, so erhält man zwei Ausdrücke, die offenbar auch parti- 
culäre Integrale der Gleichung (1) sind, denn das Multiplidren von 
particulären Integralen einer reducirten linearen Differential-Gleichnng 
mit Constanten Zahlen ist gestattet, also kann man auch schreiben: 



Vi 



oder in anderer Form: 






Vi 






y% 

Nun ist: 

in 

a* =«"3 = cos 600+ 1 sin 600 = A 
6H « <j«^ = — 1 

Un 

folglich hat man: 

Vi - V^V^A + Va:+V^l+AVx 

y^ » V V^A+ Vflj-V^l+Xyo: 

und diese beiden particulären Integrale sind nicht nur einfacher, ah 
die von Schwarz aufgestellten, sondern auch einfacher, als die von 
Cayley aufgestellten Ausdrücke. Cayley gibt nämlich y* in folgender 
Form: 



1^ = V/"a — «syaj + V/^— «ö+ay; 



y = |r et — a^yaj^tiir — cf"-]-« y x 
unter u eine imaginäre 6 te Wurzel von — 1 verstanden. 



Um nun nachzuweisen, dass der Differential-Gleichung 

0.(1 - a:)y"+ (| - lx)y'+-^y = (1) 

Genüge geschieht durch 
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H* apqVpq 



Ferner ist: 



Sh (P*)^Q+(QTP (PyQ*+(Q')^P^ 

dz P'ö4-ö'P 

\W ■" APQ '^2/pQ 

z^^ P+Q + 2VPQ 
Werden diese Werte in die GlMchnng (5) eingeführt, so erhält nttn: 
iP'M^^^ _^^ (^,^ ^,,_ _^^^^ ^, ^,, 

Nun ist 

P=A+S, P'-l 

-P+Q = (A+1)(H-1) 
p'-l-Q'-i + l 

PQ=A(1 +£+!«) 
P'Q + Q'P=A(l+2£) 

(.P')*Q*-{-(<i')'P* - i«(- 1+21+21*) 

Werden diese Werte in die Gleichung (6) eingeführt, so erhält 
man eine identische Gleichung. Es genilgt somit der Gleichung (5) 
nicht nur der Wert 

sondern auch der Wert 

und die Richtigkeit der Schwarz'schen Auflösung der Gleichung (1) ist 
hierdurch nachgewiesen. 
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r Nachweis der Richtigkeit auch noch anf andere 
IT Gleich uDg 

nrch 



iV^ 



Iher D&chgewieBea haben, der Gleicbang 



nrch 

niin eine lineare Differential-Gloichnn 
, für welche 



neare Differential-GIeichting 3ter Ordnung ofTen- 
ei particalare Integrale haben: 

i - y«* = VÄ+l - Vi+Äl 
t = m» = Vä^ ■ Vi^ 

3 DitTerential-Gleichang 3ter Ordnung, welche die 
lenen particnlären Integrale hat, hat auch nach- 
uläre Integrale: 

Fortsetzung meiner Studien fkber die Integrationen 
SIeichungeu Seite 21. habe ich gezeigt, dass, wenn 
jal -Gleichung 

tcgrale yj und g^ sind, eine neue Yariable a ein- 
ubstttation 

leichnng dritter 0: 
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deren particoläre Integrale 

Vi* yi* yiyi 

sind. Es ist demnach die lineare Differential-Gleichnng dritte Ord- 
nung, welche man eiiiält, wenn man in die Gleichnng (3) 

setzt, folgende: 

und dieser Gleichnng genflgen in der Tat die 3 particol&ren Int^rale: 

wie sich äusserst leicht nachweisen Iftsst 
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a 



und 



''/"' 



+2u(l— ^— B)(m-fir)+fi«(m+«)«]i/« 

folglich hat man, wenn man diese Werte in die Gleichung (1) ein- 
führt, und der Kürze halber 

{m+x)y''+lA+B'--(a+ß)(m'\-^)y+[--Aß--Ba+aß(m+x)]y = P 

setzt 



= c/. 






a 

+(l-B)(tt-iS)+(l-^)(u-a)>/u 

Diese Gleichung lässt sich auch so schreiben: 

ß 

a 

+ C,(i»+!r)i-^-« I «<•("•+«) (u— o)»-* («—(5)1-'* I (3) 

a 

und hieraus sieht man, dass in der Tat die Gleichung (1) für den in 
(2) aufgestellten Wert von y identisch erfüllt wird. 
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Ich will nun aufstellen jene lineare Differential-Gleichung 3ter 
Ordnung, der genügt wird durch nachstehenden Wert von y 

flC 



/ 

+ A^ I e«("»+*) (tt — a)^-i (i* — /3)^-l du (4) 

unter ^i, -^j, -4^ willkürliche Constante verstanden. 

Verfolgt man den früher hetretcnen Weg und setzt demnach in 
P den in (4) aufgestellten Wert von y, so erhält man : 



ß 



+ ^3 (m + x)l-^-^ I e«(m+x)(u-«)l-^(w-i3)*-^ } (5) 

a 

und wenn man im 2ten Teile dieser Gleichung die Substitutionen 
u « 0, w = a, M = 13 wirklich durchführt, so kommt man zu der 
Gleichung: 

Differentiirt man diese Gleichung einmal nach x, so erhält man: 

Diese Gleichung lässt sich auch so schreiben: 

-(.[— « — j3 — Jj3-Ba + ai5(m-t-a;)y+ai3y = (6) 

und dies ist die gesuchte Differential-Gleichung 3ter Ordnung, der 
genügt wird durch den in (4) aufgestellten Wert von y. 



31' 
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Ich will nun jene lineare Differential-Gleichung 3ter Ordnimg 
aufstellen, der genügt wird durch nachstehenden Wert von y 

/ 

a 

a 



(7) 








Man erhält, den Mher betretenen Weg befolgend: 

a 

a 







+ i?3 (m + ir)l-^-^ I 6«(m+*) (^_ «)1-/? (^_ ^)1-A | 



(S) 



und wenn man auch die im 2ten Teile der Gleichung angezeigten 
Substitutionen wirklich durchführt: 

P= - (/y,+i?3)(m+x)i-'*-^(-a)i-^(-/S)i-^ 

Multiplicirt man beide Teile dieser Gleichung mit 

so erhält man: 

Differentiirt man diese Gleichung beiderseits einmal nach «, so er- 
hält man: 

und dies ist die gesuchte lineare Gleichung 3ter Ordnung, der ge- 
nüge geschieht durch den in (7) aufgestellten Wert von y. 

Sie gestattet, wie man sieht, folgende Schreibweise: 

{m+x)r'+{A + B— 1)P = (9) 
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iffcrc&tial-GIcichnDg 4tcr Ordauug 



!J«-'rfu 



'(u — ß)-*dH 

aagedeDteten Weg befolgend: 
+C,) (m+^)i-*-«(-«)i-Ä(-^)i-J 
X diffcrcntitrt : 

l(m-H;.)-'-Ä(-«)"-*(-|J)>-'i 

,_|_j;)j+Ä und differontürt mau dann 
' nach X, äo erhält mau: 

A4-ü)/"=0 (11) 



ändert werden, denn das Integral 



aufgestellte Form, sondern es ist: 
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a 



'i A«("»+*) (tt— a)^-i (u — jS)^-i du 



+ C, y «••(••+')(tt--a)^--K«*--/5)^-llog[(m+a:)(u— «)(u--/S)]dtt (12) 



Hieraus folgt zunächst 



= C^ f «46" 



y'=Cj^ I tt6«(*~+*)(t*— a)^-Htt— j3)^-idtt 



a 



+ C, y «»(••+*) („_«)A-i(„_ |j)B-i |ttlog[(»4-a;)(u-«)(«— |J)] 






+ 
und dann: 



. 2n 1 ^ 



somit ist: 



c,/ 



e«(«+*) (u — a)^-i (u — (3)^-1 1 („»-]- a?) (^ — «) (u — /5) 

+ ^(n — /5) + J5(w — a) }rfii 

+ Ci A«('«+^)(i*— a)^-i (u-/5)Ä-i|[(m+a;)(M — a)(t*-/J) 

+ ^(u-^)+/?(u-«)]log[(m+x)(u-o)(u-./J)] 

Dieses P vereinfacht sich für 
und geht über in: 
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Ich will nan jene lineare Differential-Gleichung 3. Ordn.constrmreo, 
welcher genügt wird durch 



Bi r e<'^^')(u—ay-\u-'ß)^-^du 



a 

a 



+ Bj /^««(»»+*)(u— a)^-H«*--i5)^~'log[(m-hc)(t4--a)(u— /J)ldi« (15) 



+ B^ y ««(«•+*)(t«--a)^--HM---/?)^-Mog[(m-hr)(a— o)(M---/5)]ciu 



Den früher hetreteneii Weg befolgend, erhält man: 

Wird diese Gleichung beiderseits durch 

\oglaß(m^x)'\ 

dividirt und dann differentürt, so erhält man die gewünschte Diffe- 
rential-Gleichung. 
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Addirt man diese Gleichung, so entsteht, da die Summe der rechten 
Seiten 

r-l 

rS — r ist 

X 

r r r— 1 

DS — DS^rS — r 

X l X 

oder 

XX 1 

r 

Setzt man B für die constante Zahl DS— r, so ist 

1 





r r-l 

3) DS^rS +B. 

X X 


Hieraus durch Integration 




r r-l 

4) S^rfS dx+Bx, 

X X 


Da S =» ist, so 




ist keine Constante hinzuzufügen. 


B ergiebt.sich aus 


■• 




1 


Aus der Definition 


r 

von S folgt 

X 


Hieraus nach 4) 




S^ X. 

X 

* 
] 




S^fxdx+Bx 

X 




= 2 +«*• 


Für oj — 1 
also 


B = i nnd 


daher 


^> f=2+2' 




X 




= 3 + 2 +^* "°^ 


- 


l = i+i+A 



3 ^2 ^6 



= t+i + t + fi, 
* = nnd 



J an, BO ergiebt sich 

fi + i!, 

5 + 2^3 30 

r/S (ie+BoK 

r+lfSdx+B,x 

:, so entsteht 



= fr + 2)(r + l)r f's ■di«+(r + 2)(r + l)%' 
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oder wenn man Binomialcoefficienten einführt 

Durch wiederholte Anwendung des Gesetzes in No. 4) entsteht 
hieraus: 

n 
r+H— 1 /»r— 1 B.jx^ 

S =»n!(r+u-l)„ / 5 dai>^^(r-\^n'^l)n-i^^- 

+ (r+»*— l)»i-2—;; — ^^ — h • • • (r+w — l)H-o-ii^o— — + ••• -ßn-i* 



Ftlr r = 1 erhält man, da 5 = ac ist 

X 

n 
5 = n! / a;<to»+ (n),. i -^ + (».)»-2 ^-j- 

+ . . . (»)n-a-l — . . . Bn^lX, 

Da 

(n)M-p «= {n)p 

ist, SO entsteht 

S = ^ +Äoa;"4-(«)»-^ + • • • ("^''+' "^«r+ • • • '^"-'*- 

Wegen 

Für X -^ 1 ergiebt sich 

Setzt man in diese Gleichung für n der Reihe nach 1, 2, 3, ... so 
ergeben sich zur Bestimmung der B die folgenden Gleichungen: 
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a>0. 

Aus welcher Gleichung sich die Bernoulli'schen Zahlen angeben, wenn 
man für n der Reihe nach 2, 4^ 6 . . . setzt. 

Nach der Formel No. 9) ist nun 

13) f = ^i + f +^(~l)«+^^"'/^2a-lxH+^^^^ a>0. 

Kiel, den 2. November 1879. 

Ligowski. 



2. 
Constructionsaufgaben, 



1) Von einem Dreiecke sind die Längen der drei Höhen gegeben; 
es ist dasselbe zu construiren. 

Lösung: (Fig. 1.) Es war ABC das gesuchte Dreieck; ä„ ä^, Ag 
die gegebenen Höhen; a, &, c die zu findenden Seiten. 

Nun ist: 

ahi == bh^ = cÄg 
oder: 

a : b = h^ : h^ und a : c = A3 : Äj 
oder auch: 

Daraus erhellt aber, dass ein Dreieck mit den Seiten ä^, A*, 

-^ ähnlich dem zu findenden ist. Daraus ergiebt sich die Con- 

struction: (Fig. 2.) 

Wenn 

MN = Äj, MF = A3, MR == Äg, ist 

'»3 
daher 

wenn 

MS = Äi und QÄ =- Äj 

femer 

Qr senkr. auf 3fö; Qr = QS -= ä^ und ÄC J JWS; 
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80 ist ACQ das gesuchte Dreieck B, Als Hülfsmittel, welche Höhe 
auf QT aufgetragen sei, berücksichtige man, dass in Folge obiger 
Gleichungen die längste Höhe zur kürzesten Seite senkrecht steht. 

Determination: Ein Dreieck ist offenbar nur möglich, wenn 

Äj 4-^2 > m^ oder Ä,Ä3 +^2^ > ^^2- 

2) Ein Sehnenviereck zu construiren, wenn die Längen der \ier 
Seiten gegeben sind. 

Lösung: Sei AB CD ein Sehnenviereck, so ist: Fig. 3. 

2)2 = a^+b^ -{-200008 
wenn a hier stumpf 

J52 ^ d2+c^ — 2cfccos« 

o2-j-ft2_^_c2^(2ai+2^)cosa -= 

^2_|_c2_^2_a2 



mithin : 
also: 



cosa = 



weiters : 



daher 



2{ab+cd) 



1-cosa = 2sin«2 = ^ 2(^H^r~ 



. « l/(o 



sm. -1/ 4t{ab+cd) 



Aehnlich ist: 

^+<^^^^= 2(ab+^) 

Daher 



a l/ (a+b-'C-{'d){a-{'b+c — d) l/ (g — c )(g — rf) 
^2 ■" r { — a+& + <?+d) (a— &+c+<i) "" F (» — a)(5 — &) 



K 



J8^ 2 



n* n 



wenn 

gesetzt wird, und 

Ä^ = (« — c)(8 — rf); n* = (« — o)(5 — b), 

Lösung: Macht man die in Fig. 4. gezeichnete Construction, 
construirt nämlich die obigen Ausdrücke z und n, als mittlere geo- 
metrische Proportionalen nach bekannter Weise, so ist: 

CHB — ,j, wenn BH = n; 

die Construction des Sehnenvierecks folgt nun sehr einfach: BHJK, 
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3) Beweis der wichtigsten Sätze über den Pantographen. (Fig. 5.) 

Vorausgesetzt werden die Details der Constmction des Instrn- 
mentes; F wäre der fix bleibende Punkt; G der geführte, E der 
zeichnende Stift, beide in einer Geraden durch -F; ABCD ... die 
Anfangsstellung des Pantographen ; man lässt nun etwa den Stift G 
nach G' kommen, welchen Weg beschreibt der zeichnende Stift A? 
Da F fest ist, so kann D sich nur im Kreise K' bewegen, während 
C in die Peripherie eines Kreises K zu liegen kommen mass, der 
mit dem Mittelpunkte in G' und dem Radius GC\ welche Stre<ie ja 
unveränderlich ist, beschrieben wird. Da die Figur ABCD beständig 
wegen der Unveränderlichkeit der Seitenlängen ein Rhombus bleiben 
muss, mithin die Gegenseiten fortwährend parallel sind, so muss D'C\ 
die neue Lage von DC\ durch das Aehnlichkeitscentrum der Kreise 
K und K' hindurch gehen. Dann ist, wenn E' dieses Aehnlichkeits- 
centrum, ohne noch zu behaupten, dass E' das verschobene E sei: 

E'D' :E*C' -= D'F: CG' 
oder: 

E'D' : A'C' = DFiCG 

Nun ist aber aus den ähnlichen ^ EDF und EGC : 

DF: CG = EDiEÖ 
daher : 

also auch: 

da nun: 

sein muss, ist auch: 

E'D' = ED, 

daher E' der verschobene Punkt K Da nun, wie vorhin erwähnt 
E' als Aehnlichkeitscentrum auf der Centrale der beiden Kreise A' 
K^ liegen muss, „verbleiben die Punkte E, F, G auch in der 
neuen (also beliebigen Lage) in einer Geraden'' (1. Sat2). 
Daraus folgt EFE' = GFG\ da woiters aus ^EDFck^ KCG und 
^E'D'F' CO E'C'G' folgt EFi E'F=^ GF: G'F, so ist: 

AEE'FCO^GFG' 
mithin auch: 

EE' n GG' (Scheitel-Dreieck). 

Der zeichnende Stift beschreibt einen zum geführten 
Stift II Weg. (2. Satz). Da nun GG\ mithin auch EE' beüebig 
klein sein können, so wird auch eine Curve in jedem ihrer 
Elemente in der Copie||zum Orginale erscheinen (nach 
obiger Proportion auch ähnlich sein) im Verhältnisse: 
,EE' : GG' = EF: GF oder: EE' : GG' = ED : DC^ 1 :» (3.Satz) 
weil beliebig DC == n . DE gemacht werden kann. 

Graz, April 1880. Alfred Haussner. 



E'D' : C'E' == ED : EC 

{E'C'—E'D') : E'D'^ (EC—ED) : ED 

E*C'—E'D'^ CE^ED 



Bimpth Dtbtr dt» 



XXI. 
lieber den Wärmezuatand der Erde. 



A. Hempel. 



Im letzten Abschnitt des Handbuchs der theoretischen Physik 
von Thomson & Tait, Band I. sind unter dem Titfil: „Ueber die 
saecalare AbliOblang der Erde" eine Reihe von ResnltateD zusammen- 
gestellt, die, woDDgleich auf ziemlich uusicberco Grundlagen aufgebaut, 
immerhin für die Geschichte der Erde als Wcltliörper von hohem 
Interesse sind. Es ist an der betreffenden Stelle der Weg, auf welchem 
die Resultate gewonnen sind, nur sehr allgemein angedeutet, und es 
mag sich deshalb wohl rechtftTtigen , wenn in Folgendem versucht 
wird, mit Benutznug der Thomson'schen Annahmen den Wärme- 
zustaud der Erde zu ermittelu. Thomson geht die verschiedenen 
Hypothesen durch, die über die ErdwiLrme aufgestellt sind, und bleibt 
schliesslich bei der von Leibnitz gegebenen Theorie stehen, nach 
welcher die Erde früher ein glühender flüssiger Körper gewesen, 
ohne zu erklären, wie sie in diesen Zustand gekommen. Es wurden 
danach für die heute vorhandene Wärme der Erde zwei Quollen in 
Betracht zu ziehen sein: die BeHtrabluug durch die Sonne luid die 
ia der Erde von früher her vorhandene Wärme. 

Eine Verminderung der Sonnenwärme ist bisher nicht nach- 
pwiesen worden, und obgleich wohl kanm zu bezweifeln, dass auch 
dieser Weltkdrper im Laufe der Zeit einer Abkühlung entgegengeht, 
Bo soll doch in Folgendem seine Temperatur als constant angesehen 
werden. Die Erwärmung der Erde durch die Sonne mass von ihrer 
g^nseitigen Stellung abhängig sein, und es soll deshalb eine kurze 
HerleituD) 



K 
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Ans den allgemeinen Gleichungen ftlr die Bewegung zweier Mas- 
sen, die sich nach dem Newton'schen Gresetz anziehen, folgt: 1) dass 
die Bewegung des Schwerpunkts beider eine gleichförmige; 2) dass 
ihre Bahnen in einer Ebene liegen, die durch den Schwerpunkt geht; 
3) dass ihre Momente in Bezug auf den Schwerpunkt, das heisst die 
Wege ihrer Leitstrahlen constant sind. 

Nimmt man nun die £bene der Bahn als xy Ebene, den Schwef- 
punkt als Mittelpunkt rechtwinkliger Coordinaten, so redudren sich 
die allgemeinen Bewegungsgleichungen für irgend eine d^ beiden 
Massen auf: 

wobei II die Beschleunigung in der Entfernung 1, r der Abstand der 
in Betracht gezogenen Masse vom Coordinatenmittelpunkt, t die Zeit 
und c eine Constante. 

Aus den beiden ersten folgt: 

2dx^'\-2dyd*y xdx-{-ydif 

oder wegen: 

a^-J-y« s» r* und xdx'\'ydp = rdr 



2dxd^X'\' 2dyd^ dr 



oder 



also 



d 



m-i^f) 



(i)*-".-^-? 



Nun ist 



d8^ = r*d(p^+dr^ 
also geht die Gleichung über in: 

r^dcp^+drr 2i^ 2ii 

^^ dT^ -V~^+''«- 

Drückt man x und y in Polarcoordinaten aus, so wird 3) : 

6) r^dq) «=» cdt. 

Es ist nun zu zeigen, dass 5) und 6) den Kepler'schen Graetzen 
entsprechen. Eliminirt man t aus 5) und 6), so wird: 
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oder je nachdem dip t 
df-±- 



-T 



r.y 






ed! 


j/v 


-^H 


v< 


,_?!!. 
'o 




% 






^ 



Darans folgt aber: 



ood indem maD f 
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q) — tr — .ijrarcco8± 



e r 



|/^^+&' 



C08(9 — w) «=• Jh 





c r 



oder 

Indem man noch - unter das Wurzelzeichen bringt, erhält maD 
als Bahngleichung des Körpers 

8) r(i+)/7r?(^^.co8(^-»)) = ^^ 



Der geometrische Ort eines Punktes, dessen Abstände von einem 

festen Punkte (Brennpunkt) und einer festen Graden (Directrix) in 

einem constanten Ycrhältniss stehen, ist ein Kegelschnitt. Bezeichnet 

man den Abstand eines Curvenpunktes vom Brennpunkt mit r, sein 

Verhältniss zu dem Abstände von der Directrix mit e, den Abstand 

des Brennpunktes von der Directrix mit p, so ist die Gleichung des 

Kegelschnitts: 

r(l — ecos((p — tr)) =« ep. 

Also ist 8 die Gleichung eines Kegelschnitts. 

Es ist nun zu zeigen, dass die Wurzel darin nicht imaginär w^- 

2(1 
den kann, was nur möglich wäre für vq^ > o. 



Nun ist: 



oder 



r^d<p _«. rtis 



cdt rds 



< 



rv'y 
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also für 






2rfj* rh)^ 



fi*\r J = i»- 



Für das Maximum des Ausdrucks rechts in Bezug auf v^ hat man: 



und ftlr diesen Wert ist 



2r 2rh)^ , _ u 

__ ^ Q^QY v^ ^ - 



2rv^ r^v^ . 
2" = 1 5 



< 



also ist das zweite Glied unter dem Wurzelzeichen in 8) __ 1; die 
Wurzel reell. 

Die Bahn ist nun eine Ellipse, Parahel oder Hyperhel, jenachdem 
das heisst jenachdem 











Setzt 


man 


darin 




so wird 






ro = flO ; »0=0 
6 = 1; 


nun war 








4) 






^ v^l'' !^ 



kommt also der Körper aus unendlicher Entfernung mit der Anfangs- 
geschwindigkeit ö, so wird 

r 



,8 



die Bahn ist also eine Ellipse, Parahel oder H3rperl>el, jenachdem die 



Geschwindigkeit in einem Punkte ^ als diejenige, die er daselhst 

hahen würde, wenn er aus unendlicher Entfernung mit der Anfangs- 
geschwindigkeit dahin gekommen wäre. 

Da es sich um die Erde als Planeten handelt, so ist die Bahn 
^e Ellipse, und es ist mithin: 

V <c — • 
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Nun war 

Für Maximum and Minimum von r wird 

dtp 
also giebt 



o\ 






die beiden Stücke der grossen Axe. Es wird: 



,_ 2(ir , c« 



+ 0:: 0; 



^ vt ^ „a 
also die grosse Axe 

a) 2a = 






Bezeichnet man den Abstand des Brennpunktes vom Mittelpunkt 
mit fii, so hat man für den Endpunkt der kleinen Axe: 

und für den Endpunkt der grossen Axe 

— i i — «=■«; (a+m)(l — «)—«»««■ a — me 



a — a«+*'* — f"^ *" * — ''*^» m ^» ae eingesetzt in ß) 
y) a(l — «*) — jj«. Aus 8) pc = 



c« 



also 

Es war aber 

cfft = r^d<p 

also c der doppelte in der Zeiteinheit durch den Leitstrahl beschrie- 
bene Flächenraum; bezeichnet man die Umlaufszeit mit 7, so ist: 



2abn 



und da 



el: UebtT den Wärmesiuland der Erdt. 



p aus den Gleichungen 5) nnd 6), bo wird: 

"o^ 1 o„_ 

+ 5 



ond mit Benotznng von et) nnd y) 

^1 



-aV(l — 8inV) 



,]ß.. 
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wenn t gerechnet wird von dem Moment ab, wo u = o, also r ein 
Minimum. — ist der Winkel, den der Leitstrahl bei gleichförmiger 

Winkelgeschwindigkeit in der Zeiteinheit beschreiben würde. Es kam 
also u für irgend eine Zeit bestimmt werden, und daraus wiederum r. 

In der Entwickelung für die Bewegung der Erde um die Sonne 
tritt die Excentricität als eine constante Grösse auf, und sie müsste 
auch constant seiu, wenn es sich um diese beiden Weltkörper aliein 
handelte; nun wird aber in der Astronomie gezeigt, dass sie dnrch 
die Einwirkung anderer Weltkörper geändert wird. Le Verrier unter 
Anderen hat Formeln zur Berechnung der Excentncität der Erdbahn 
aufgestellt. — Auf Grund dieser Formeln von 50000 zu 50000 Jahren 
berechnet hat James Kroll (climate and time) eine graphische Dar- 
stellung dieser Excentricitäton gegeben, so weit sie in 3000000 Jahren 
von 1800 aus rückwärts gerechnet stattgefunden haben, und so weit 
sie in 1000000 Jahren von 1800 aus stattfinden werden. Aus dieser 
Tafel ersieht man, dass die Excentricitäton, die von einem Maximum 
zum anderen Zeitabschnitte von mindestens 100000 Jahren umfassen, 
höchst unregelmässige sind. Die Grenzen aber, zwischen denen die 
Excentncität sich ändert, sind von Le Verrier auf o und 0,07775 
festgestellt worden. In neuerer Zeit hat der Amerikaner Stockwell 
mit Berücksichtigung des Einflusses des Neptun Berechnungen an- 
gestellt, nach welchen die Grenzwerte o und 0,0693888 betragen. Was 
aber die Bahnelemente angeht, so hat Laplace bewiesen, dass die 
Aenderung der Excentricitäton auf die mittleren Bewegungen und 
die grossen Axen der Planetenbahnen keinen Einfluss haben. 

Es ist nun die Frage zu stellen , ob durch die Veränderung der 
Excentncität die Erwärmung der Erde durch die Sonne wesentiicb 
beeinflusst werden kann. 

Als Ausgangspunkt diene die Gleichung: 

rfe« (1 — eCOSt*)!/ — .rft* = K-{^ — ^^^y)du für r « a(l— ecosi»). 

Während der Zeit dt fällt auf den Planeten eine Wärmemenge, 
die proportional -^ ; also für irgend eine Zeitdauer 



— (1 — ecosv)du ^ ^ . 







«cosu)* Vottt/ 1 — «cosa 



^ 
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^2 



^^^ J cos*^ + sin» ^ — ö (cos» ^ — sin» ^j 




u 

cos« 2 



t4 . . «M 



+ tg»2-e+6tg«2 




rftg5 



-«+(l + e)tg»^ 



dtgö 




(1— e)ya^ I , , /l/l + e ^ uX» 







ya^.(l-e») f , , /'1/1+«. »V 



y«ji 



==.m«()/l±J.tt|) 



Nun ist der Abstand des Mittelpunktes der Ellipse von der 



a 



Directrix = - ; der Abstand irgend eines Umfangpnnktcs von der 



e 



Directrix, wenn r der zugehörige Leitstrahl: = -. Denkt man sich 

oim über der grossen Axe als Durchmesser einen Kreis beschrieben, 
^on dem Ort des Planeten eine Grade normal zur grossen Axe bis 
zum Durchschnitt mit dem Kreise gezogen: denkt man sich weiter 
diesen Durchschnittspunkt mit dem Mittelpunkt verbunden, und be- 
zeichnet man den Winkel, den dieser Kreisradius mit der grossen 
Axe nach der Seite des Perihels hin bildet, mit u, so wird: 

- = acosM oder r = a(l — ecost*). 

Rechnet man also die Zeit vom Durchgang durch das Pcrihel 
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aus, so beträgt die zugefttbrte Wärmemenge bis zum Darchgang des 
Planeten durch den Endpunkt der kleinen Axe eine Grösse, die pro- 
portional : 

ai-ctg(j/g«-,g«)=arctg)/ji^ 

bis zum Durchgang durch den Endpunkt der grossen Axe: 

/l /1 + e ä\ n 

bis zum Durchgang durch den 2. Endpunkt der kleinen Axe: 



«(KJ±->'r)=-*-i4i 



e 
arc ; " _ ! " 



bis zur Rückkehr zum Anfangspunkt: 



arc 



t8(KS*8«)=«- 



Fällt die Sonnenwende mit dem Durchgang der Erde durch dss 
Perihel zusammen, so ist für den Frühlingspunkt cos t« = c ; also 



^ u l/l— e 



die Wärmeaufnahme vom Durchgang durch das Perihel bis zum 
Durchgang durch den Frühlingspunkt ist also proportional 



n 



bis zum Endpunkt der grossen Axe war sie proportional ^ ; ®ß "^'^ 

also unter der gestellten Voraussetzung die Erde während des kür- 
zeren Halbjahrs in der Sonnennähe grade so viel Wärme empfangen 
als während des längeren Halbjahrs in der Sonnenfeme. 

Für den ganzen Umlauf ist die zugeführte Wärmemenge propor- 

2j^ . 

tional: , -^ : es ist aber die kleine Axe = ya*(l— «*), also 

die zugeführte Wärmemenge umgekehrt proportional der kleinen Axe. 
Wächst die EJxcentricität von o zu 0,07, so nimmt die kleine Axe 

1 1000 , , , :.. f 

im Verhältniss von , ~ = -frfr=- ab und es wächst die am- 

Vi - 0,07« 997 

997 
genommene Wärmemenge im Verhältniss von TQnjö' ^^8^ *^® ^* 
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Erwärmung der Erde nnr von der Sonnenwärme ab, und nimmt man 
vom absoluten Nullpunkt aus gerechnet, die mittlere Temperatur 
gleich 273^ Celsius, wie es etwa dem heutigen Zustande der Erde 
entspricht, die Temperatur des Weltalls aber = o®, so könnte durch 
die Aenderung der Excentricität die Oberflächentemperatur der Erde 
noch nicht um 1^ C. erhöht oder erniedrigt werden. Nimmt man 
aber die Temperatur des Weltalls nach Pouillet == — 142^ vom Ge- 
frierpunkt des Wassers aus gerechnet, so könnte die Oberflächen- 
temperatur der Erde um höchstens 0,4^ C. variiren. 

Da aber erfahrungsmässig der Einfluss der Oberflächentemperatur 
schon in sehr geringen Tiefen verschwindet, so kann daraus geschlos- 
sen werden, dass die Aenderung der Excentricität keinen Unterschied 
fOr den Wärmezustand der Erde im Ganzen herbeiführt. 

Anders verhält es sich freilich mit dem Wärmezustand an der 
Oberfläche; wird hier die Temperatur durchweg pm 1® niedriger, so 
mtissten schon dadurch allein manche Aenderungen herbeigeführt 
werden; es müssten zum Beispiel die Schnee- und Yegatationsgrenzen 
sich verschieben. Ebenso könnte durch Aenderung der Excentricität 
die Verteilung der Wärme an der Erdoberfläche beeinflusst werden 
und nach der Meinung von James Kroll (climate and time) soll 
das in hohem Maasse der Fall sein. 

Es bleibt also übrig zu untersuchen, welchen Einfluss Verteilung 
und Bewegung der vorhandenen Wärme auf den Zustand der Erde 
ausübt Thomson legt seinen Betrachtungen darüber die Formel 



27 P 



zu Grunde. 

Bekanntlich stellt nach Fourier die Differentialgleichung 

dv i,^^ 
dt ^ d^ 

das physikalische Gesetz dar, nach welchem die Wärmeverteilung in 
einem Körper stattfindet Nun sind die täglichen Schwankungen der 
Oberflächentemperatur der Erde nur bis zur Tiefe von 1 Meter be- 
merkbar, die jährlichen Schwankungen aber, die hier allein in Be- 
tracht kommen könnten, verschwinden schon in einer Tiefe von 16 
bis 18 Metern; dagegen kann der Radius der Erde als unendlich 
angesehen werden. Nimmt man zunächst noch an, dass die mittlere 
Oberflächentemperatur constant ist, so mag die Erde als ein Körper 
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angesehen werden, der anf einer Seite von einer Ebene b^reozt 
wird, — der nach der anderen Seite sich bis ins Unendliche er- 
streckt, — für den die Temperatur an der Grenzebene constant ist 
nnd für den die Temperatur irgend eines Punktes im Innern allein 
von der Zeit und seiner Entfernung von der Grenzebene abhängt 
Es soll femer, auf Grund der Leibnitz'scben Theorie, angenommen 
werden, dass zu Anfang, als die Erde noch ein glühender flOssiger 
Körper war, die Temperatur in allen Teilen dieselbe und =:n^'{-V 
gewesen ist 

In der Thomson'schen Formel bezeichnet t? die Temperatur 
in irgend einem Punkte, vq die Temperatur an der Oberfläche, V die 
Anfangstemperatur, x die Tiefe des Punktes unter der Oberfläche, 
t die Zeit, k die Wärmcleitung , das heisst diejenige Wärmemenge, 
welche durch den Querschnitt 1 hindurchfliesst, wenn der Temperatur- 
unterschied pro Längeneinheit = 1 und wenn als Maass diejenige 
Wärmemenge genommen wird, welche nötig ist um die Kubikeinheit 
des Körpers um 1^ zu erwärmen. Diese Bezeichnungen sollen in 
Folgendem festgehalten werden. 

Sucht man nun eine Function, die der Differentialgleichung ge- 
nügt, und die nebenbei die Bedingung erfüllt: v « K f ür < == o und 
ü == o für a; = o, so findet man: 



2V 



— I dX\e ^i —e 4*^ > 

Tlkt J \ ) 



oder indem man für das erste Integral setzt 

x — k 



, == — 3: dX — 2Vkt,dz 
2Vfct ' 



und für das zweite 



x-\-k , _ /— 

— 7^=a: dk'='2ykt,dz 
2Vkt ' 



_« 00 



"== 7^ {/""*'''-/ """'^1 



2 Vkt 2 Vkt 



V = —p= I er^ dz 
f ür « == wird v = o und für < = 0, wegen 
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e-'* dz = 

wird V = V, 



/• 



Sucht man andererseits eine Function, die der Differential- 
gleichung genügt und dabei die Bedingungen erfüllt: 

V = vq für ^ = o ; und V =» vq für x *=» o 
80 erhält man 

V = Vq. 

Danach ist vq die mittlere Oberflächentemperatur für jode Zeit; 
sie soll wie früher = o angenommen werden. 

Indem man beide addirt, wird 



X 



y ^^ 

eine Function, die den Bedingungen genügt: 

V =^ v^-^-V iXiT t=^ o und r = vo für « = o. 



Offenbar stellt sich Thomson vor, dass die glühende flüssigr; 
Erde sich sehr schnell mit einer dünneu Kruste von niedriger und 
constanter Temperatur bedeckt hat, was sich wohl daraus rechtfertigt^ 
dass auch heute noch ein glühendes Lavafeld sich in wenigen Tagfm 
mit einer Schicht überzieht, die es zugänglich macht 

Gebt man von der Formel aus: 
so wird: 






e «*^ 



Setzt moM wie ISrtfer: 
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j wird; 



2ytt 2Vfc' 






aVwJw 


(.-<=>+.-»! 


also scUiesslich: 




2) 


'1- y«s ■ 


and daraas: 






Ar. 




ds^ ~~ ystt 211 



Sondert man ans der GniDdformel den Factor 
( abhangig ist, — also: 

VtV i 

nnd leitet ilin nach ( ab, so erhält man : 
also: 

■" in/si 2iyi(j' i 



r- 
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e ^ 



macht man die früheren Einsetzangen: 

X — A x-j-X , ^ /— 

2Va 2Vä:« ' 



80 wird: 

du __ F 2Vkt 



^1 /*€;2(2a2— 1)6-'* - Ai«(2»2— l)c-** I 



2 Vit 2 V"« 



X 



2Vli 2V"« 



2 V'« 

also schliesslich: 

3) —= j^.—^.e 4« = ifc 

dt vjn ^iu dx^ 

Die aufgestellte Formel genügt also der Differentialgleichung und 
den gestellten Bedingungen. 

Bei Anwendung der Formeln ist als Zeiteinheit ein Jahr zu 
nehmen. V setzt Thomson « 7000^ Fahrenheit, eine Annahme, 
die wohl nicht zu hoch erscheint, wenn man bedenkt, dass die Schmelz- 
temperatur verschiedener Metalle zwischen 3000^ und 4000® Fahren- 
heit liegt, dass die Temperatur einer in der Luft brennenden Wasser- 
stoff-Flamme 5866® Fahrenheit, und die einer Hydrooxygen-Flamme 
125000® ist (Tyndal). 

Die Längeneinheit ist bei Thomson ein englischer Fuss; den 
Coefficienten h aber setzt er = 400. 

Zur Bestimmung des k benutzt Thomson vieljährige Beobach- 
tungen der periodischen Temperaturveränderungen in verschiedenen 
Tiefen unter der Erdoberfläche. Die Methode dieser Bestimmung 
ist von Everett angegeben in einem Aufsatze, der sich unmittelbar 
an den von Thomson: „on the periodical variations of Underground 
temperature" Trans Roy. Soc. Edingb. March. 1860 -— anschliesst. 
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Everett geht von der Formel ans: 

t;«^+P,8in(27r^ + £,)+P88in(4n:^+ £:,) + ... 

darin ist A^ die mittlere Jahrestemperatur; fttr irgend ein andens 
Glied ist das Maximum oder Minimum — + -f* oder — P; P ist also 
die halbe Amplitude ; E ist die Phasenverzögerung. Die Reihe con- 
vergirt sehr schnell, so dass nur die ersten Glieder festgehalten wer- 
den. P und E sind beide von der Tiefe abhängig, in der beobachtet 
wird. Setzt man nun die im Laufe eines Jahres, und fttr eine be- 
stimmte Tiefe durch Beobachtung von v gefundenen Werte in die 
Formel ein, so kann man daraus Aq, P, E bestimmen. Er weist 
dann weiter nach, dass 

A^ ^ A lg fit 1 /«^ ; 

wobei A^'» der Zuwachs der Phasenänderung, Algfi» der logarith- 
mische Zuwachs der Amplitude, wenn man von den Beobachtungen 
in einer Tiefe zu denen in einer anderen Tiefe übergeht, x der 

Unterschied der beiden Tiefen und - das h in der Thomson'schen 

c 

Formel ist. 

Zur Auswertung von k benutzt Thomson Beobachtungen Yon 
Forbes, die während mehrerer Jahre an drei verschiedenen Stand- 
orten ausgeführt worden sind. Es ergiebt sich daraus k = 235,1 im 
Sandstein; = 260,5 im Sand; =- 690,7 im Basalt Der Mittelwert 
davon ist nahezu 400. In den Beobachtungen von Forbes dient der 
französische Fuss als Längeneinheit; da aber der englische Fuss nur 
wenig von dem französischen abweicht, so kann immerhin dieser Wert 
für den englischen Fuss als Einheit festgehalten werden. Wenn aber 
Thomson meint, dass das k wohl für alle Tiefen und für alle Tem- 
peraturen dasselbe sei, so erscheint das sehr gewagt; indessen da 
nicht genügende Beobachtungen existiren, die eine nähere Prüfung 
möglich machen, so soll 400 als allgemeiner Wert von k beibehalten 
werden. 

400 ist also die Wärmemenge, welche durch einen Quadratfoss 
des Erdbodens hindurchfliesst, wenn die Temperaturdiflferenz für jeden 
Fuss 1" F. beträgt und wenn als Maass die Wärmemenge dient, 
welche nötig ist um einen Cubikfuss Gestein um 1® F. zu erwärmen. 
Nun nimmt nach Thomson die Temperatur für jede 50 Fuss Tiefe 
um 1® F. zu oder für je 27 Meter um 1^ C, was mit den gewöha- 
lichen Annahmen tibereinstimmt; also fliessen in Wirklichkeit durch 
jeden Quadratfuss 8 obiger Wärmeeinheiten. 



\ 
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Um sich eine Vorstellung von dieser Wärmemenge zu machen 
wird es nötig sein sie durch die gebräuchlichen Maasse auszudrücken. 

In der Entwicklung der Differentialgleichung geht k aus dem 
Ausdruck — hervor, wobei k die Wärmemenge, die durch den Quer- 
schnitt 1 hindurchgeht, wenn der Temperaturunterschied pro Längen- 
einheit =» 1, p die Dichtigkeit^ c die specifischo Wärme. Nimmt man 
Grade C. statt der Grade F., so ändert sich der Wert von h nicht, 
da es sich dabei nur um das Verhältniss zweier Wärmemengen han- 
delt. Schreibt man dann Meter statt Fuss (1 Meter = 3,28 Fengl), 

2 

so wächst der Zähler im Verhältniss von 1:3,28, der Nenner von 
3 

1:3,28, und da diö Temperaturdifferenz pro Längeneinheit im Ver- 
hältniss von 1:3,28 abnimmt, so erhält man das neue k, indem man 

2 

das alte durch 3,28 dividirt, das giebt k « 37. Es fliesst also durch 
einen Quadratmeter jährlich 37 mal so viel Wärme als nötig um 
1 Kubikmeter Gestein um 1^ C. zu erwärmen. Nimmt man als Maass 
die Wärmemenge, welche nötig ist um 1 Kubikmeter Wasser um 
1^ C. zu erwärmen, so wird: 

k.QC = T 

Man erhält also das A; für die neue Einheit, wenn man den frühe- 
ren Wert mit gc multiplicirt 

Nun hat Forbes die specifischen Wärmen der drei Gesteins- 
arten durch Reguault bestimmen lassen und Thomson giebt in 
seinem Aufsatze die zugehörigen Producte aus specifischer Wärme 
und Dichtigkeit an: 

= 0,5283-, 0,3006; 0,4623 
der Mittelwert daraus beträgt 0,43; also wird 

ifc = 37.0,43 «= 16. 
Die Temperaturdifferenz beträgt 1** für je 27 Meter, also fliegst 

16 

durch einen Quadratmeter ^ mal so viel Wärme als nötig ist um 

16000 
1 Kubikmeter Wasser um 1^ C. zu erwärmen oder 27 Calorien 

== 592 oder ungefähr 600 Calorien. 

Es wird in Folgendem gezeigt, dass diese Wärmemenge mit der 
Zeit abnehmen muss, aber es ist auch wohl selbstverständlich, dass 
mit fortschreitender Abkühlung sie kleiner wird, und es ist in Folge 

ULY. 23 
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die Frage zu stellen, ob durch Yermiodemng dieser Wärmemenge 
die Oberflächentemperatur merklich geändert werden kann. 

Nach James Kroll (climate and time) empfiüigt ein Quadrat- 
fuss der Erdoberfläche bei beständig senkrechter Incidenz der Sonnen- 
strahlen, nach Abzug des Teils, der durch die Atmosphäre zuräck- 
gehalten wird, während eines Tages = 12 Stunden, eine Wärmemenge 
äquivalent 2796767 Fusspfund engl, oder, da ein Quadratmeter nahom 
11 Quadratfuss engl., 1 Meterkilogramm = 9 Fusspfund pro Quadrat- 

2796768.11 ^ ^ 
meter ^ M. K. 

Die Wärmemenge, die von der halben Erdoberfläche binnen 12 
Stunden aufgenommen wird, ist dieselbe als diejenige, welche in d^- 
selben Zeit die Fläche eines grössten Kreises bei 'senkrechter Incidenz 
erhält. Da nun ein grösster Kreis, die Erde als Kugel angesehen, 
sich zur halben Oberfläche verhält wie 1:2, so nimmt ein Quadrat- 
meter pro Tag durchschnittlich auf: 

2796768.11.1^, ^ 2796768.11.1 ^ , . 
972 ^ ^' ^ 9.2.425~ ^^^^*^° 

und pro Jahr 

2796768.11.1.365 ^ , . , ^ ..^^.wx r. , . 
Q g . o£ Calonen oder etwa 1467000 Calonen. 

Davon betragen 600 Calonen etwa öZZö 

Da die mittlere Temperatur der Erdoberfläche constant ist, so 
muss sie gerade so viel Wärme in den Weltraum ausstrahlen als sie 
Wärme empfängt. Fällt ein Teil der aufgenommenen Wärmemenge 
fort, so muss die Oberflächentemperatur bis zu einem neuen Gleich- 
gewichtszustand sinken. Setzt man die Ausstrahlung =i= a and pro- 
portional dem Unterschied zwischen der Temperatur der Erdober- 
fläche und der des Weltraums; die von der Sonne empfangene Wärme 
=» «, die aus dem Inneren der Erde zufliessende >= e und rechnet 
man absolut genonmien die Temperatur des Weltraums » o, also die 
der Erdoberfläche = 273<> C, so wird : 

Fiele nun der Wärmefluss aus dem Innern fort, so müsste sich 
die Temperatur der Erdoberfläche um x^ erniedrigen; es würde 

0.(273 — «) = « 
also 

273—« 8 e 

"273- ^H^ ^^^' ^-7+e^^^ 



Uebtr atn HanMioMMd Ar £rrf>. 3&S 

Terhftltniss zu > 
* = - . 273 

27!l . 
also die TeiDperatnrerniodrigang |iii,i ^■ 



ie Temperatar des Woltntami Dacli T o u 1 1 1 e t 
inkt ans gerechnet — — 142", so wOrdo dio 

142 1 

Dur öT7ö''C- •"Iß' nngofahr ,-,'*(''■ nui- 



80, der durch die fortschreitondo Abkalilond 
ichontcmpcratur horvorgobraclit werden Icaiiti, 
en ein hOcbat gcriDger. 



■ innere WännczaHtand der Erde In Dotrocht 
igen Formeln waren 



[ «ehr kUnu, t v^a kt'jm, •" lu»ii mui / 
i Ktzc»i <M vird alt» 



.f'-'-'-J ■ 
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Für 1 = 50 wird also p— iiu = l; V war aber =7000, t=400, 
dahor: 

1 7000 j 358.108 1225 ^ 

^^Vif^^t '"'"■ ' " 4ÖÖ:^ = 1256 ^^ 

also Dahezn = lO**, das hcisst es sind seit dem Zustand der Erde, 
welchen Thomson als Ausgangspunkt genommen, 10" Jabre ver- 
gaogen. 

Dasselbe Regaltat erh&lt man aus Gleichnng 2), wenn man darin 
dv 1 - ?' 

da ^ 5Ö ^^^' ^ " wieder = 1 wird. 

Ans 2) ersieht man, dass für ein gegebenes x, von der Ober- 
Sache ans gerechnet, die zagehörige Temporatnrzunahme der Quadrat- 
wurzel ans der Zeit umgekehrt proportional ist. 

Nimmt man x = l und t = 4.10*; 16.10*; 4. 10«; 10*, so er- 
halt man als zugehörige Temperatnreu in 1 Fnss Tiefe 1''; ^°i io"' 
cT." F., das beisst 4.10* = 40000 Jahre nach Beginn der KrnstCD- 
bildnng betrug die Temperatur in 1 Fnss Tiefe 1°; n. s. w. 

'dl (V« ■ aVfct " (Vn ** 

Stellt die Abktthinng dar. ze~'* wird ein Maximum, wenn die Ab- 
leitung 

e-'' — 2a*«-'' = «-''(1— 2i*) = o, also wenn »* = ö 

Für kleinere Werte von «* ist wegen 1 ~ 2i* > ö die Ableitnng 
"^ o; also wächst der vorgelegte Aasdruck bis zu dem Werte Ar 

3^ = Q ; von da an nimmt er nieder ab. 

Das Maximum der Abkahluog tiudet also nicht an der Obe^ 
fläche statt, sondern in derjenigen Tiefe, für welche 

I* - ^ = I ; also für 3; = 20V2^ = 28 V( 

3r Fortschritt des Maumums der Abkühlung nach der Tiefe 
) proportional der Quadratwurzel aus der Zeit. 

3nt nach 10^ Jahren findet die grösstc Abkühlung in einer Tiefe 
J.IO* Fnss - 280000 Fnss = 89000 Metern oder 11 MeUes 
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Btatt. 4.10^ Jahre nach Aafang, also S.IO** Jahre nacb beato, ist 
die grösste Abkühlung bis zn einer Tiefe von 22 Meilen vor- 
gedmagen. 

Es beträgt für 1 Jahr die heutige grösste AbkQblnng, das beisst 
also die Abkühlung in einer Eugelschaale, welche sich in einer Tiefe 
voa 11 Heilen anter der Oberfläche befindet: 

V 1 . 7000 



fV« "/a 10». 1,4. V«. 2,71828 1 

die betreffende Scbaale ktthlt sich jetzl 
j^-F. ab. 

Was kann non die Folge einer solchi 
kÜhloDg sein? Es ist anznnebmen, dass di 
heute noch fiOBsig ist: denn wenn ThomB< 
TOD Innen hcrans erstarrt sei, weil wohl an 
massen beim Erstarren sich verdichtet habe 
dessen gesanken seien, so abersiebt er, da) 
sondern nm eine Reihe von FlDsEigkeiten '. 
nicht Tollständig durchdrangen oder, am ( 
wenn sie sich nicht gegenseitig anflöstcn, so 
dem specifischen Gewichte in Schichten flbct 
ist in dem Fall nicht anznnebmen, dass beii 
tnng gross gent^ gewesen, am ein Unlei 
Lage nun die Schiebt diT grössten Abk&hlvi 
keit, so könnte fOr den tiefer liegenden Ker 
aus berrorgehen; es mdsste aber zwischen 
der festen Schaale ein faobler Banm entstel 
wäre, je näher die grüsste AbkQhloj^ der '. 
Schaale erschiene dann als eine Uoblknge 
ErOmmong, wenn sie nicht schon eine hin 
hätte, zertrümmert werden uiüskXK; die «inj 
da sie anf einen engend Banm zaeaimoeiig^ 
sich in mannigfaltiger Wdse Qlx-n'tuaiider 
schieben. Läge die S':haale der ip-'^*!«« l 
festgewordenen Masstn, aber w/'M in iW S 
so mOsste, wegen Iuujmpr<rbM)ji!i*.ai d«:« Öm 
zerreissen. niid die Flü:ugk*-jt ii\a':\i dk f; 
werden; — lä^e sie w«t ali »'jai Ürit-ti^ei 
Zerreissen nidit m-r-hr eiiizirjett-ij, wü <iif. 
m sa m m e ngtdrflcld werd'.-ii k'^tuiWu: — lu ai 
die oberes SchicLien i>a<.ijt;ii.'u. i^ «a/ 



358 Bempel: üeber d^n Wärmtztuland der Erde. 

diesem Wege die vnlcanischeii Erscheiniingen an der Erdoberfläche, 
ihre Abnahme mit der Zeit, und die ganze Ck)nfigiiratioQ der Erd- 
oberfläche selber zn erklären. 

Die Abkühlong war allgemein: 

Ist a der mittlere Ansdehnnngscoefficient der Erdmasaen, so be- 
trägt von jB, bis Xf die Aosdehnnng während eines Jahres: 

X« I» 



r dv ^ P aV X -^ . 



2Vnk «* L J 



Für a;« 


» 85000 M.; 


A; = 37; «- 10» 

x^ 1 
4a ""2 


war: 


wird X doppelt so gross, 


so wird 








4ik« ^ 




und so fort; 


also wird im ersten Fall 








1 




im anderen 


y 2,718.. 


• 






1 





X» 



(2,718...)« 

Der Ausdruck e ^^ nimmt also mit wachsendem x sehr schnell ab. 
Setzt man nun an der unteren Grenze a^ = o, so wird 











= 


1 




zt man 


an 


der oberen 


Grenze 


ar. 


a 


r 


wird 






X» 

e 4W 










y^ setzt man an der oberen Grenze ar^ =» r =- dem Radius der Erde, 



also wird die Ausdehnung des ganzen Erdradius 



— i/i 
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Nimmt man nun 



100000 



was etwa der Ausdehnung des Glases entspricht, so beträgt diese 

Verkfirzong 

7000 l/ ~3f~ ^, 1 ^, , 

100000 V «.10« ^- " 42000 ^®^^ 

oder da der Erdradius im Mittel » 6367000 M., so beträgt die Yer- 
ktkrzxmg 

267414000000 ^^"^ E^dradius. 

Es mag noch der Einflnss erörtert werden, welchen diese un- 
gleichmässige Contraction auf die Rotationsgeschwindigkeit der Erde 
ausübt. Da äussere Kräfte nicht ins Spiel kommen, so muss die 
Winkelgeschwindigkeit dem Trägheitsmoment umgekehrt proportional 
sein. 

Setzt man die mittlere Dichtigkeit der Erde » 1, so ist ihr 
Trägheitsmoment, wenn man sie ¥rie früher als Kugel ansieht, 

15* • 

Das Differential dieses Ausdrucks nach r \%i -^M,dr\ das ist 

also das Trägheitsmoment einer Kugelschaale vom Radius r und von 
der Dicke dr\ mithin das einer Schaale vom Radius (r— -x) und der 

Dicke dxi -^ . (r—'x)^dx 



[47r(r— «)«€&] . I |(r— «)*] 



darin ist der erste Factor die Masse, die bei einer Contraction un- 
verändert bleibt; der zweite aber, da die Contraction 

geht über in 

Es geht also das Trägheitsmoment der ganzen Erde im Laufe eines 
Jahres über in 

und man erhält somit die Oleichung 



1 
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Schliesslich sei es erlaubt zu bemerken, dass die gefandenen 
Resultate keinen Ansprach aof Unumstösslichkeit machen sollen^ oder 
anch, bei der Unsicherheit der Grundlagen madien können. Immer- 
hin genügen sie, trotz aller Unsicherheit, um zu zeigen, dass so lange 
die Sonne uns unveränderlich ihre Alles belebenden Strahlen zu- 
sendet, auch der Oberflächenzustand der Erde im Ganzen als imyer- 
ftnderlich anzusehen ist. 
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xxn. 



Bationale sphärische Dreiecke. 

Von 

Herrn Dr. Franz Bessell, 

Professor an der Kgl. Hochschule in Hannorer. 



1. Wenn man sich erlaubt einen Winkel rational zu nennen, 
sobald sein Sinus und Cosinus es sind, so darf man auch sagen, ein 
Winkel sei rational gleichzeitig mit dem Tangens seiner Hälfte. 
Auch wird es zu Missverständnissen kaum Aulass geben können, 
wenn man einen solchen Hälften-Tangens mit demselben Buchstaben 
bezeichnet, wie den Winkel selbst 

2. Ein sphärisches Dreieck heisst rational, wenn seine sämmt- 
lichen Seiten und Winkel es sind. Um dergleichen zu finden, ge- 
stalten wir die Formeln der sphärischen Trigonometrie so um, dass 
wir sämmtiiche darin auftretenden trigonometrischen Functionen durch 
die entsprechenden Hälften-Tangenten ersetzen. 

3. Bezeichnen wir demnach nicht nur die Seiten und Winkel 
eines Dreiecks, sondern auch deren Hälften-Tangenten mit a, &, c, 
ii, B, (7, so erhalten wir zunächst ftlr die Napierschen Gleichungen 
folgende vier: 

A(B+C)(l—bc)=:(l — BC)(l+bc) 

A(B--C)(b + c) = (1+jBC)(5— (?) 

a{l—bc){l+BC):=(b+c)(l—BC) 

a(l 4-Äc) (B— C) = (Ä— c) (jB+ C) 

Da jede derselben 5 Elemente enthält und in Bezug auf jedes Ele- 
ment ünearisch ist, so folgt sofort, dass ein sphärisches Dreieck 
ntional ist, sobald irgend 4 Elemente desselben es sind. 
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4. Um daher beliebige rationale Dreiecke za tiDden, hat mu 
nur nötig, irgeud eine der 4 sogenannteu Fundamental -GloichnngeD. 
als weiche jedesmal 4 Elemente mit einander verbinden, in ratiODa- 
len Zahlen aufzulösen, ^evor wir jedoch darauf in allgemeinerer 
Weise eingehen, mögen einige Special-Fälle betrachtet werden, zn 
deren Erledigung das bisher Mitgeteilte ausreicht 

5. Filr gleicbBcbenklige Dreiecke hat man, wenn wiretwaa=i 
nnd demnach A =• £ 



6. Für Dreiecke, in welchen 2 Seiten und folgeweise aadi 
2 Winkel sich zn 180" ergänzen, kommt, indem wir €Ü>s=l and 

AB = 1 setzen, 

1 — aa 1 + AA , 1—aa 2d 

^ = -2^T=Xi ■""* ^'=1+^'TTÄ2 

7. Für Dreiecke, in welchen der sogenannt« Uodnius (das 
Sinna-Yerhältniss} gleich 1 ist, findet sich, bei A — a nnd B -^li, 

c = j-^^ und C = -^^ 

— Nebenbei bemerkt constrnirt man Dreiecke des Modulns 1 anf dct 
Engel sehr leicht dadurch, dass man in einem beliebigen Zweieckf 
die Entfernung der Mitten seiner beiden Seiten zwischen diesen 
irgend wie in der Weise verschiebt, dass dio Endpunkte des ver- 
schobenen Bogcns auf den Zweiecks-Seiten liegen bleiben. Anct 
kann man mit demselben Bogen eben so zwischen den Scbenktiln 
des andern Zweiecks verfahren, welches dos crstere zur Halbkugel 
ergänzt. — 

8. Wenden wir uns zur allgemeinen Aufgabe. — Die 4 Fnnda- 
mental-Formoln der sphärischen Trigonometrie, in der oben angedeu- 
tetcn Weise umgestaltet sind folgende: 

-l)(BB-\-l)Ab — lAA-{-l){bb-\-l)aB 

j-bba:)a+AA)-\-2oabc(l—AA) = (f,b-\-cc)ll+AA)—2beil'AA) 
9B+CC)(l-i-aa) + 2AABCa-aa) -= ll+BBCCKl+aa) 

— 2BC^l-^«i) 
i)(J— 06MCC = (a~b)(l+ah)A-{~a(l+lb)ll—AA)C. 

}, Eine wirklich vollständige d. i. sämmtlicho möglichen FiUe 
Aasnahmo abgehende Lösung in rationalen Zahlen ist zwar su 
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Zeit wohl für keine der vorliegenden 4 Diophantischen Gleichungen 
2n erreichen, aber als Surrogat dafQr leicht zu finden ist eine ganz 
stattliche Reihe von sogenannten particularen allgemeinen Lösungen. 
Dies sind solche, deren jede eine unendliche Menge Einzel-Fälle 
(jedoch keineswegs alle möglichen) in sich schliesst, insofern nämlich 
als die Auflösungs-Formeln willkürliche Zahlen enthalten. 

10. Betreffs der ersten der 4 Gleichungen in Nr. 8 (der Reprä- 
sentantin der Gleichung der Sinus-Verhältnisse) habe ich nur eine 
einzige, aber daf£tr auch sehr bequem gestaltete particulare Lösung 
entdecken können. Darin bleiben 2 Seiten (oder auch, wenn man 
will, 2 Winkel, ganz beliebig. Seien dies etwa o und b. Alsdann 
darf man setzen: 

2a(b^-l) (a^+l)(^'- l) 

"^ "" (a^-l)(*«+l) ^"^ ^ °" 2J(a2-l) " 

woraus sich weiter mittels der Gleichungen in Nr. 3 ergiebt: 

a—b 4ab + {a^ + l)(b^+ l) (b — a)(l + ah) 

"" "~ 1 + ab' 4ab-^(a^+l)(b^+l) ""^ ^ "^ \f,^^i)-(a^^l) 

Komerisches Beispiel: 

a-h * = i ^ = -B, ^-h ^-\h C^{i. 

Wollte man statt der Seiten die Winkel A und B als gegeben an- 
sehn, so braucht man nur die grossen Buchstaben mit den ent- 
sprechenden kleinen zu vertauschen und zugleich jede dieser 4 Zah- 
len durch ihre Reciproke zu ersetzen. — Uobrigens bemerkt man 
leicht, dass diese Formeln zu keinem eigentlich brauchbaren Resul- 
tate führen, wenn man eines der willkürlichen Elemente 90^ sein 
lässt 

11. Eine reichere Ausbeute als die erste gewähren die mittleren 
beiden Gleichungen der Nr. 8; doch genügt es eine davon zu be- 
trachten, aus demselben Grunde wie der so eben unter Nr. 10 an- 
gedeutete. Wir wählen dazu die erste und schreiben dieselbe in 

folgender Form: 

g &* — 2äcco8-4-|-c* 

« ■" Ü^2fc'co^Ä + ö^c^ 
oder, indem wir noch etwas mehr kürzend conA ^ k setzen, so: 

&» - 2bch -f c» 



a^ = 



l-^-'Zbck+h^c^ 



12. Eine vollständige allgemeine Lösung die«er Gleichung wünto 
etwa verlangen, dass man bei gegebenem 
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die Zahlen b und c so bestimme, dass der dem aa gleichgestellt« 
Brnch ein Quadrat sei. Wir beschränken hier diese Fordernng da- 
hin, dass sowohl der Zähler als der Nenner jenes Bruchs, jeder für 
sich genommen ein Quadrat werde. Dazu ist nötig, dass man habe 

sowohl 

b = (m* — n*)tt, c «=» — 2n{m -\- hn)u 

bc = (^> — v«)tj, 1 « — 2v((i - kv)v 

WO nun m, n, u und fi, v, v rationale Zahlen bedeuten sollen, und 
zwar u und v yollkommen willkürliche, während die Paare m, n und 
fiy V so zu wählen sind, dass werde 

13. Die Lösung dieser Diophantischen Gleichung ist die Haupt- 
sache; und zwar darf man sich dabei auf ganze Zahlen beschränken. 
Wir fassen diese Aufgabe auf als einen speciellen Fall folgende all- 
gemeinere : 

t*ViW»+ft«)(aiW»+/^i«)(a8»»+/^a«)(«4*»+/^4») = ^(Yif^ + ^i^) 

und setzen irgend 3 der linksseitigen Factoren am'\'ßn einz^n ge- 
nommen irgend einem von dreien der rechtsseitigen y^L-^-dv propor- 
tional, etwa 

wodurch sich die gegebene Gleichung auf die einfache lineare Form 

reducirt, die nunmehr in Verbindung mit irgend zweien der ebei 
geschriebenen hinreicht, um sowohl das Paar m, n als das Paar fc, v 
zu bestimmen. Dabei sind die 3 Proportionalitäts-Factoren j», 9, r 
an einander gebunden durch die 2 Relationen: 



^ißiYiP 
f'sßiYs^ 



= und 






— 



und daher ist ihr Verhältniss folgendes: 



piqir 



yA\ . ««/^«Il . \\yA\ . |«3fel\ . i\YA\ . 



[\Yt^ 






«s/^sl) ' WyAI ' I«; 



lAI) ' \\yA\ 
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Beispiel. Nimmt man in der vorliegenden Gleichung (Nr. 12, 
am Ende) als die 3 linksseitigen Factoren diese m-j-A:^, n^ m-^-n 
und als die rechtsseitigen fi — Ärv, v, ^+v und zwar auch in der 
hier stehenden Ordnung, setzt somit 

80 können diese 3 Proportionalitäten gleichzeitig nur bestehen, wenn 

p:q:r^(l—k):(l+k):(l — k) 
Setzt man daher 

p = (l— ife)A, 5 = (l+fc)i, r«(l — Ä;)A 

wo l einen neuen willkürlichen Proportionalitätsfactor bedeutet, so 
kommt 

uV(l —*)«(!-[- *)(w—n) = üV — v) 

Da aber 

n « v(l+JfcM und m+n = (^ + v)(l — Xr)i 

also 

m— n = [ft(l — ifc) — v(l -f- 3ifc)]A 

ist, so erhält man zur Bestimmung des Verhältnisses des Paars fi, v 
die lineare Gleichung 

tt n*(l - ifc)«(l + k) {m(1 — ifc) — v(l + 3k)\ - v«(^ — v) 

Setzen wir also etwa direct d. i. ohne Heranziehung eines neuen 
Factors 

^ « ttVa — ifc)«(l +*)(!+ 3*)— ü« und V « i*«AHl—*)«(l +*)-»« 
80 ergiebt sich weiter 

m = uV(l--Xr)»(l+*)«--tJ«A(l — 3*) und 
n « n V(l — k)\l 4- ifc)« — v*l(l + k) 

Numerisch sei 

*«=-!, A = 5, I* — J, »="1 
80 kömmt 

^ = 27, v = 3, m = 36, n = 24 

Und in der Tat ist 

A(36 + V)-24.60.12 = l.(27 — 1).3.30.24 

14. Hat man ein Paar geeigneter Zahlenpaare m, n und /*, v 
gefunden, so sind die daraus resultirenden Dreiecks-Seiten 

f»' — n* u ii* — V* V 



2r(fi— irv) V 2n(m-fiM) « 
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n(m-\-kn) u fi* — v* » 

v(f4 — kv) V w* — n^' u 



a 



f4* — 2Arf4V -\-v*' V 



Sollte ein b oder c negativ ansfallcn , so kann man solches dnrch 
seine entgegengesetzte Reeiproke ersetzen, was einer Verminderang 
des betreffenden Bogens uro 180® gleich kommt ^ie beiden noch 
übrigen Elemente B und C bestimmt man entweder ans den Napi»- 
sehen Analogien: 

ahc — a + b+c abc—a-\-b+e 

abc-f-a — b-j-c abc-^-a-f-b — c 

oder wohl eben so bequem und wegen der damit verbundenen Con- 
trole besser aus: 

(a^cy-bHl + ac)' , ^, (a-b)^--cHl+ab )^ 
^ '^b^l^-acj^-ia + c)^ °°^ ^ ^ c^(l--ab)^^(a+b)^ 

Numerisch benutzen wir das am Schluss von Nr. 13 hingesteUte 
Beispiel, in welchem überdies selbstverständlich der gemeinschaftliche 
Factor 3 der 4 Zahlen m, n, /ü, v zu unterdrücken ist Man findet 
dann 

15. Weil sich die 4 Factoren jeder Seite der Gleichung am 
Schluss von Nr. 12 oder vielmehr derjenigen am Anfang von Nr. 13 
auf 4 verschiedene Weisen zu dreien zusammenstellen und überdies 
jede solche Zusammenstellung auch noch eine Permutation ihrer 
3 Elemente gestattet, so lässt sich die vorliegende Diophantische 
Aufgabe im Allgemeinen auf 4 X 4 X 6 also 96 verschiedene Weisen 
lösen. Einige derselben mögen hier noch Platz finden. 

Die einfachste ist wohl die aus den 3 Positionen 

hervorgehende, welche führt zu den Werte-Paaren 

w ==» f4 «= k(u^'\-v^) und n = V = v^ — w* 

Aber sie leidet an demselben üebelstande, wie der am Schluss von 
Nr. 10 an den dortigen Formeln gerügte, nämlich keine Anwendung 
auf rechtwinklige Dreiecke zu gestatten; denn wenn man ^ = 1, 
also k = setzt, so wird ^. = x , also der Bogen b « 180^ 
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16. Von dem Uebelstande frei sind unter andern MamAe: FhUpt 



n. 


■»+t. = ^-. 




„ _ „>+(2+l. 




" = »*" "*, 


III. 


>»+fa,_p + 


w^ 


=»'*(2— 3H-2A*-. 


.. 


-.'(4'-l)-»'(: 


IV. 


2(m+fo.) - ;,- 




m=«»— 4«»(I- 




,=,.>_8.>(l- 


V. 


m+fai-v, 20 




m = 4"ä(2 - 3t- 




n ~„*-iu»(h- 


VI. 


„+._|,^1, 




m - »>(6+2i:)- 




■■_2.v-i)H 


VII 


. ■»+. fH 




„_2„'(3+i)- 




._2„'(l-i)4 


vm. ».+,_p+ 




».-.■(3+H- 




n_,»(i-l)+; 


ß. 


m+»-2,, » 




m-.>(3-i) + 




»-.■(t+i)-; 


X. 


m+h_-(l+ 




— "-2(i+l 




.-„■(-l-Ht+ii 




n !.'(3 + i'), 




rtil ur. 
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17. Eine kleine Sammlung von rationalen sphärischen Drei- 
ecken, wovon einige noch auf anderweitigen Wegen, als hier mit- 
geteilt, gefanden sind. 

a b c A B C a h c A B C 
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18. Zum Schluss darf ich wohl noch erwähnen, dass im 61. 
Bande des Grunertschen Archivs pag. 86 ff. Herr Hoppe zwei Wege 
angegehen hat, wie man aus einem gegebenen rationalen Dreiecke 
neue in unbegrenzter Anzahl ableiten kann, und auch die betreffen- 
den Formeln hier wiederholen. Unterscheidet man die Elemente dfr 
abzuleitenden Dreiecke von einander und von denen des Originals 
durch beigefügte Indices, so hat man zu setzen 

a, = a, *i = J, -^1 =- ^ ifj = B^ 

_ a — b 1 + AB _^— ^ ^+^ 

^1 — iJ^ab^ 1--AB' ^J ~ a+b ' 1--AB' 

und 



02 = 0, b^ ^ A^ A^ = Ä, B2 = jB, 

a — A l^Bb _ a — A b^B 

^2=-« + ^- Ä_/j' ^^--XJ^aA'b^B 

Jeder von beiden Rechnungsweisen entspricht eine einfache geome- 
trische Construction. Um solche möglichst kuris beschreiben zu 
können, bedienen wir uns folgender Redeweise. Wir sagen von einer 
begrenzten Linie, sie wandele zwischen zwei unbegrenzten Linien, 
wenn sie mit je einem Endpunkte in einer der beiden letztem sich 
befindet und nun sich abwechselnd um den einen und den andern 



B es seil: Rationale sphärische Dreiecke. 371 

Endpunkt sich (bei unveränderter Grösse und Gestalt) dreht, so lange 
bis der bewegte Endpunkt wieder in seine Linie triflFt. Wären z. B. 
die beiden Wege ein Paar Parallelen und die wandelnde eine gerade 
Strecke, so entstünde auf diese Weise eine Reihe von zusammen- 
hängenden gleichschenkligen Dreiecken, wovon je 2 benachbarte 
immer einen Schenkel gemein haben, während ihre Basen abwechselnd 
auf der einen und der andern Parallele liegen. — Hiemach kann 
man die erste der erwähnten zwei Constructiouen folgendermassen 
in Worte kleiden: „Wenn man eine Seite eines rationalen Dreiecks 
zwischen den Schenkeln ihres Gegenwinkels wandeln lässt, so bildet 
sie mit diesen in allen ihren möglichen Lagen wiederum rationale 
Dreiecke und zwar besitzen alle diese Dreiecke einen und denselben 
Modulus/^ Auch die einzelnen dabei entstehenden gleichschenkligen 
Dreiecke sind rational. — Die zweite Construction geht aus der be- 
schriebenen hervor, wenn man anstatt einer Seite von einem ihrer 
Endpunkte aus den an ihrem andern Endpunkte gelegenen Winkel 
oder vielmehr dessen Bogen-Maass wandeln lässt. 

19. Selbstverständlich gilt letztgenannter Satz auch für ebene 
rationale Dreiecke; so wie auch die Anfangs (Nr. 3, 8, 11) gegebenen 
Formeln für solche gelten, wenn mau darin a, ä, c unendlich klein 
werden lässt. Am einfachsten erledigt sich übrigens die Aufgabe, 
rationale ebene Dreiecke herzustellen, durch die Bemerkung, dass es 
genügt irgend zwei Winkel A^ B eines ebenen Dreiecks rational zu 
macheu, damit der dritte es auch sei, nämlich 

^■" A + B 



Appendix. 

1. Wenn man zwischen den Schenkeln eines ebenen Winkels 
vom Scheitelpunkte aus eine beliebige gerade Strecke wandeln lässt 

180<> 

und der Winkel ist ein aliquoter Teil der Halb-Ebene, etwa 9 = > 

11 

so trifft beim nten Schnitte der zur Zeit bewegliche Endpunkt der 
Strecke in den Scheitelpunkt zurück. Man erkennt dies sofort dar- 
aus, dass die au der wandelnden Strecke gelegenen Winkel sämmtlich 
Vielfache von 9 und zwar der Reihe nach das 1, 2, 3fache etc. sind. 

Hierin steckt nicht nur ein einfacher Beweis des Satzes, dass 
die Summe des Cosinus der Vielfachen solcher Winkel Null ist, 
sondern diese Summe zerfällt auch von selbst in zwei Teile, von 

24* 
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deoeD jeder für sich Null ist. Der eine liegt auf dem einen, der 
andre anf dem andern Schenkel, 

Ansserdom l&ast sich dies Verfahren, auch wenn der Wiokd 
kein aliquoter Teil der Ebene i»t, allenfalls zur Messung desselben 
Terwenden, indem man dann zu wandeln aufhört bei einem Schnitte, 
der möglichst nahezu in den Scheitelpunkt führt. Hi(?rbä ist daruT 
zu achten, nie viele Male die wandelnde Strecke den Scheiteipankt 
passirL Geschieht dies i» Male and ist der nahe zu Knll führende 
Schnitt der nte, so ist der Wbkcl nahezu — m.lSO":». — Diese 
Operation ist insofern interessant, als dabei die Winkel- Schenkel 
quasi als Kreis- Peripherie behandelt worden. 

2. Bildet man oine Roiho von Zahlen nach dem Gesetz, dus 
jede dritte (c) aus den beiden vorhei^cbenden (a, b) hervorgeht in 

Gem&asheit der Formel c — ^—, — ;. so coustituiren je 3 aufeinander 

l-\-ali ' 

folgende derselben eiu rationales sphtLrisches Dreieck des Modnlos 1 

Nimmt man insbesondere die ersten beiden Glieder der Reihe 
einander gleich (a -= h), so wird die Reihe: 

(o+l)'' -(a-l)' (a-[-l)y-(^-l)3 (a+l)5 + (o- l)^ 
"' "' (c^\Y^(a-\f (a+I)a-(,.-l>- (a+l)^-(a-ip- 

(„-[.I)S + (a_l)« 

etc. Die Exponenten sind die Glieder der Reihe des goldenen Schnitts 
1, 2, 3, 5, 8, 13 ctc, und die Zeichen sind im Zähler + far ungenide 
Worte der Exponenten, — für gerade. Umgekehrt ist's im Nonner 
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Die Curventheorio erweitere ich hier nur auf eine vierf 
Mannichfaltigkeit; die Anwendbarkeit des gleichen Verfahren^ 
mehr Dimensionen wird wol zur (Jenüge erhellen. 



§. 1. Die Canre, ihre bestimmendeii GrSssen und Crehilde. 

Es sei ein rechtwinkliges Coordihatensystem der xx^x^x^ a: 
nommen. Grossenteils kann ein Buchstab x alle 4 Zeichen reprä^ 
tiren. Wir wenden dalier die ludices 1 , 2 , 3 , bei a; und an.: 
Buchstaben, welche auf die 4 Axen Bezug haben, nur an, wenn 
Unterscheidung notwendig ist, schreiben auch stets 2?iVfÄr iV^-f"^^! 

Zwei consecutive Curvenpunkte (x) und (x-^-dx) bestimmen du- 
die finale Richtung ihrer Verbindung eine Gerade, die Tangen^ 
mit den Richtungscosiuus /. 

Zwei consecutive Tangenten / und /+ df bestimmen durch < 
finale Stellung einer durch erstcre parallel der letztem gelegten Ehe; 
eine Ebene, die Schmiegungsobene. 

Zwei consecutive Schmiegungscbenen bestimmen gleicherwel^ 
einen Raum, den Schmiegungsraum. 

In der Schmiegungscbcne steht normal zur Tangente die Haupt 
normale, im Schmicgungsraumo normal zur Schmiegungsebene di« 
Bi normale, auf dem Schmiegungsraume normal die Trinormalc 

Die consecutiven Tangenten bilden einen Winkel Sr, die jccnee- 
cutiven Trinormalen einen Winkel 3x, und t und x heissen der er- 
ste und dritte Krümmungswinkel. Accente sollen die Difl^ 
rentiation nach t bezeichnen. 

Es sind nun die Richtungen der 4 orthogonalen Geraden, Tür 
geute, Haupt-, Bi- und Trinormale nebst ihren Variationen zu hö^ 
stimmen. Bezeichnet 

8, = y £dx^ 

das Curvenelement, so ist der Richtungscosinus der Tangente 

dx 

Die daraus hervorgehende Gleichung 

differentiirt giebt: 

Efdf = 



r 

■aamcnrve bestimmen, deren Krümmnngs- und Torsiouswinkel ^ nnd 
H sind. Eliminirt man q nnd r , so erhält man eine Differential- 
gleichung 3. Ordnung 

36^ + r + m) WUdn Vä^i +P)=^ (26) 

deren Integral, wenn p^ P\t Pt Particularlösungen bezeichnen, von 
der Form ist 

«?>+«lPl + «8l>2 (27) 

Die Constanten a, a^, o^ haben keinen Einfluss auf die Gestalt der 
Curve, bestimmen vielmehr nur ihre Lage im Räume. 

Multiplicirt man die 3 Gl. (25) einzeln mit p^ q^ r und addirt 
sie, so kommt: 

pdp-]^qdq'\'rdr ■■ 

und nach Integration: 

p^ + q^ + r^ = c^ (28) 

Sollen nun p^ q, r die obengenannte geometrische Bedeutung haben, 

80 muss 

p'^+q^ + r^^l (29) 

sein. Wir substituiren daher, zur Erhaltung der Allgemeinheit cp 
cq, <T für |), q, r. Dann gehen die Gl. (23) (24) (28) über in 

x^ = x + c(pf+qg + rh) (3()) 

dsQ = 8* — cpdr (31) 

irad in Gl. (29), während die Gl. (25) (26) fortbestehen. 

Setzt man in den Gl. (25) den Ausdruck (27) für />, so gehen 
q, r bzhw. über in 

Da die 3 Axen, auf welche sich die Richtungscosinus /i, ;>„ p^ be- 
ziehen, willktirlich sind, so kann nian sie orthogonal wählen. Dann 
erhält man das orthogonale System : 

V P\ Pt 

a Ol qs 

r rj r, 

ood zur Erfüilang der Gl. (29) die Bedingung: 

«*+V+«i* = l (33) 

ßsäkü die Crrössen (27) (32) die Richtungscosiniis von Tangente, 
nnd Binormale einer dnrch den Krttnmtimg»* md 
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Torsionswinkel ^ und % bestimmten Raumcurve gegen eine beliebige 
Axe dar. 

In den Gleichungen der Parallele, welche nun lauten 

a;0 = x-\-c\a{j)f'']rgg-{-rh)+a^{p^f+q^'{^^h)-^a^(p^f*']^^ 

seien a und c constant; dann findet man: 

^2aa^Z{pr^qg+rh)(p^r+q,g+r^h)+. . . } 

Hiermit verbunden die sichtlich erfüllte Gleichung 

bestimmt eine Kugelfläche vom Radius c im Normalraume als nor- 
malen Querschnitt des Systems von l*arallelen, welches durch con- 
stantes c bedingt ist. Dies System ist dann die Grenze eines \ier- 
dehnigen Ganais von constantom, kugelförmig rundem QnerschDiü. 
Man kann diesen Canal entstanden denken durch Biegung eines vicr- 
dehnigen Quasi-Cylinders, d. h. dos Ortes einer Kugel, deren Mittel- 
punkt längs der Normale ihres Raumes läuft. 

Wir wollen indes das Variationsgebiet der a, «j, o, noch weit^ 
beschränken, so nämlich dass jener Canal sich auf einen körperlichen 
Canal mit kreisförmigem Querschnitt reducirt, wie er durch Biegung 
eines wirklichen geraden Cylinders entsteht. 

Diese Aufgabe wird am einfachsten, und doch in voller Allgemein- 
heit gelöst, indem man 

setzt Da alsdann 

wird, so kann man 

a = cosq?; Ä = 8in<p 
setzen, und erhält: 

x^ = a;+c{(;)/''+g^+r/t)coS(p-f (2?i/"+g,^+riÄ)sin9} (3^^ 

Erstens nämlich wird dadurch die Aufgabe gelöst, d. h. der 
Querschnitt ist ein Kreis. Denn betrachtet man s als constant, mit- 
hin x^ als allein abhängig von c und <p, so zeigt sich x^ dargestellt 
als lineare Function zweier Unabhängigen 

CC0S9, csiu9> 
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folglich Upgt der Querschnitt in einer Ebene, die, indem sie die Kngel 

c = COHBt. 

in einem grössten Kreise schneidet, eben diesen zum Querschnitt des 
Canales macht. 

Zweitens ist die Ebene »^ ^ ganz unbestimmt und kann iu 
jeder Stellung gedacht werden, weil man für a, n„ n, boliebigr Ortlio- 
gonalsnbstitDtioDcn machen kann, folglich vertritt jede SpeeiallOsung 
sämmüiche mögliche Lösnngeii. 

Gl. (34) stellt jetzt, wenn « nnd <p variiren, c hingegen coustant 
bleibt, die Oberfläche eines gebogenen Cylinders iat, wenn statt 
dessen <- Ton bis zu dieser Constanten variirt, den gebogenen Cy* 
linder selbst. Denken wir diesen als eine Schnur bestJ^hend bui nn- 
endlich vielen Fäden, die parallel neben einander gehen, lo rciirA' 
scDtirt jedes Wertsystem c, ip einen Faden. Detrachtet man zwei 
consecnsiTC If'Adea q; <p-i-B<p fOr gemciusames e, so iat deren cun- 
stanter Abstand 

und zwar findet man aus (34) 

— = c|-(p/'+4j+rA)Bin9) + (p,/"+'/,ff-f r,h)iiM'pi 

Die Quadrataamme der ElamnifT und ihr<;r Analogen ivt Hwiino ~ I. 
wie es in der obigen Berechnung *om 2''y* — r)* «ii:h 'Tiuih. F'jlg- 
lich wird 

hl " KÖif, 

nnd cip drückt den Bt^en des ojinv-iitrwii-u Kn-iwr» vi>ru IbuUa* e 
im Querschnitt der Schnur a«i. lli'-nufh *iniJ ', ^ di« foluijutr- 
dioateo eines beliebigem FonkU iiti (^u'-rw^huilt. 

Svbstitnirt man qi — f ita f. «d * 'jjuiAiuii . vi ftuUiirUM «-(« 
coustantes q> eiiK-iu Fadt^ (Itr vii j-n'ju •j/U'*:u'iw.h'!u KrTtw (^i/- 
portional dem ho'jvu der Mjii'-; .:.i* (yrtrU'-ii«, lutUnu 'ii*; h-iiuvr ul* 
Spirale omwiudet. liemBif.ii ivt 

Die Gleicfanu^ eiii^r i(' -"^ijV-u S';i • ui 
gong aas SchrwiU^'u-'.Li'.i. i,-n •jm'-it^i 



vom kreitl'^rui!;;' ;; V*^-"*' '-'■■"-' '•■ '" 
Form aa wv- iii> Kmih"^ li)^ ufiiu:>' 
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X 



w constant =tgß 

woraus hervorgeht 

^ = pco8j5; x = Qsmß 

80 reducirt sich Gl. (26) auf 

und hat das vollständige Integral: 

p = acos^+^iSinp+og 
Hieraus ergiebt sich nach (25): 

_ ip ^ — asing-[-q^cosg 
d^cos ß cos ß 

r =pcot/5+^^^ = - (öC08^ + a,8inp)tg/J + a2C0tl5 

oder nach Substitution von acosjS, Ojcos/J, a^ünß für a, o,, o^: 

p = (acos^+^8ißp)co8)3 + a2sin/5 

<Z = — asinp+a^cosp 

r = — (acosp+«j8iöp)sin/3+a2COS|S 

wodurch die Bedingungen (29) (33) erfüllt sind. Setzt man jetzt wie 
oben 

a = cos <p ; Oj «= sin 9 ; o^ « 
so wird 

p = cos(p — 9)cos|S ; (/ = — sin(p ~-q>)\ r = — cos(p — g>)sini3 

und die Gleichung der Canalfläche wird 

x^ = a;+c{(/'co8/5— ÄsinjS)cos(p — <;p)— f7Sin(9 — qp)} 

Im Räume wird i5 = 0, p = ^, wobei die Form dieselbe bleibt 
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andere Kngelu des Büschels gelegten Tangenten eine constante Grösse 
hat, die aber für Punkte verschiedener Kugeln und für je zwei an- 
dere Kugeln des Büschels eine andere wird. Denn der Wert 

ist das Quadrat einer aus dem Punkte x^y^z^ an JST^ gelegten Tan- 
gente , d. h. die Potenz des Punktes o-, y^ z, in Bezug auf die Kngd 
K\ und da für jeden Punkt von Ex 

also 

ist, so ist der obige Satz für die Grundkugeln bewiesen, also auch 
allgemein, da im Büschel je zwei Kugeln zu Grundkugeln angenommen 
werden können. 

K ' 

Da für die Chordalebene A = — 1, so ist ^S = 1, d. \l die 

Längen der von einem Punkte der Chordalebene an alle Kugeln eines 
Büschels gelegten Tangenten sind gleich ; ihre Berührungspunkte liegen 
auf einer Kugel, der Tangentenkugel, deren Mittelpunkt der in der 
Chordalebene liegende gemeinschaftliche Punkt aller Tangenten ist; wdl 
aber die Radien der einen Kugel Tangenten der andern sind, so 
schneiden sich die beiden orthogonal, weshalb die Tangentenkugel 
auch Orthogonalkugel heissen kann. 

Löst man die Gleichung (2) auf, so ergiebt sich: 
2 1 »j_ i o?i+i??^ oftj+lMa, qh+hl, 

+ Y:^1 - 

Hieraus ergeben sich die Coordinaten des Mittelpunktes der Kugel Ky. 

^^^-T+T' ^^^T+T' r^-T+T (3) 

Für den Halbmesser derselben findet man: 

"''-[-i+rj + vi+irj + yi+k ) 

(V+^i*+h'-'-»)-fA(««»+/?t»+y «'-'-tg 

oder: 
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wenn c*« («i — a«)*+(ft— A)*+(yi — y«)* die Centrale der beiden 
Engeln ist 

Ans den Gleichungen (3) sieht man, dass die Mittelpunkte aller 
Engeln eines Büschels anf einer Geraden liegen, nnd dass X das ne- 
gative Teilverhältniss des Mittelpunktes der Kugel Kx in Bezug auf 
die Mittelpunkte der Grundkugeln ist. 

Aus (4) sieht man ferner, dass der Badius der Kugeln auch ver- 
schwinden kann; dies geschieht, wenn 

nnd 

oder 

(5) 

Für diese Werte von iL gehen also die beiden Kugeln im Punkte über; 
diese heissen Grenzpunkte des Büschels. Selbstverständlich gehen 
auch alle Tangentenkugeln durch die Grenzpunkte. 

Aus (5) findet man leicht, dass die Grenzpunkte reell oder ima- 
ginär sind, je nachdem sich die Kugeln des Büschels schneiden oder 
nicht. Nimmt man ausser den beiden Kugeln K^^ K^ noch eine dritte: 

an, so Virerden dadurch zwei weitere Büschel i^^, B^ und zugehörige 
Grenzpunkte bestimmt. Die 3 Chordalebenen der drei Kugeln müssen 
sich in einer Geraden schneiden, die auf der Centralebene der drei 
Kugeln senkrecht steht, da sich ja die 3 Kugeln in zwei Punkten, den 
Chordalpunkten schneiden, deren Verbindungslinie obige Grerade ist, 
welche Chordale oder Radicalaxe der drei Kugeln heisst Uebrigens 
folgt dies auch aus den Gleichungen, indem 

Die von den Punkten der Radicalaxe an alle Kugeln gelegten 
Tangenten sind gleich, da sie es für je 2 sind; die aus denselben 
gelegten Tangentenkugeln müssen folglich durch sämmtliche 6 Greuz- 
punkte gehen, welche daher in einem Kreise liegen, dessen Mittel- 
punkt der Durchstosspunkt der Radicalaxe mit der Centralebene ist. 

Durch 3 Büschel ist aber noch eine ganze Reihe von Büscheln 
bestimmt, für welche nur die Bedingung besteht, dass die Chordal- 
durch die 2 Schnittpunkte der drei Kugeln gehen. Die Ge- 

a5* 
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sammtheit derselben kann eine Kugelschaar heissen. Die Gleichong 
einer Kugel derselben ist 

weil sie durcb den Schnittpunkt von JT, -= 0, -^, = 0, JT^ =- gehen 
rnuss. 

Da alle Büschel einer Schaar dieselbe Radicalaxe haben, so moss 
jede Tangentialkugel zu BB^B^ auch Tangentialkugel zu jedem an- 
deren Büschel sein, woraus folgt, dass die Grenzpunkte aller Büschel 
dieser Schaar in einem Kreise liegen, welcher der Grenzpunktskreis 
heissen kann. 

Man ersieht auch hieraus, dass der Grenzpunktskreis Chordal- 
kreis für ein Büschel ist, dessen Mittelpunkte in der Radicalaxe 
sind, und für welchen die Chordalpunkte der Schaar Greuzpunkte sind. 

Man kann nun ein Kugelbüschel und eine Kugelschaar, für welche 
die oben leicht ersichtliche ReciprocitAt besteht, als zugeordnet be- 
trachten. Der Chordalkreis eines Büschels ist also Grenzpunktskreis 
der zugeordneten Schaar; des ersteren Radicalebene, Centrallinie ood 
Grenzpunkte sind für die letztere Centralebene, Radicalaxe und Chor- 
dalpunkte. 

Hat man 4 Kugeln im Räume 

K^ = 0, JST, = 0, Äs « 0, ä; = 

so erhält man für dieselben 4 Coutralebenen, welche eine dreiseitige 
Pyramide , das Centraltetraeder bilden. Die 6 Radicalebenen von je 
zweien der Kugeln schneiden sich in demselben Punkte, denn ihre 
Gleichungen sind : 

JS:j_Ä8=.0 ^1— JSTa^O JT, — 1^4 = 
j^jj — Ä8 = ^8—^4 — Äi-Ä4 = 

Da nun iTi — iT^» (Ä, — Äi)-f(Ä,-ir3) + (Ä3—ir4) ist, also 
die Radicalebene (14) durch den Schnitt dqr drei (12), (23), (34) 
geht, während die Ebenen (13) und (24) mit den Ebenen (12), (23) 
resp. (23), (34) gemeinschaftliche Schnittlinien haben, so gehen alle 
6 Radicalebenen und somit auch alle 4 Radicalaxen durch denselben 
Punkt, welcher das Radicalcentrum der 4 Kugeln heisst. Die den 6 
Büscheln, deren Mittelpunkte in den Kanten oder die den 4 Schaar^ 
deren Mittelpunkte in den Flächen des Centraltetraeders liegen, zo- 
geordneten Schaaren resp. Büschel, deren Mittelpunkte in den 6 Ra- 
dicalebenen bzhw. in den 4 Radicalaxen liegen, haben daher elbc 
gemeinschaftliche Kugel , deren Centrum das Radicalcentrum der 4 
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Kugeln ist, nnd aaf welcher auch sämmtliche Grenzpunktskreise lie- 
gen, was übrigens schon daraus folgt, dass ihre Mittelpunkte die 
Orthogonalprojectionen des Radicalcentrums auf die Seiten des Gen- 
traltetraeders sind. 



Projectivische und perspectivische Eugelbüschel. 

In einem Eugelbüschel kann man das Teilverhältniss des Mittel- 
punlHes einer Kugel auch als das Teilverhältniss der Engel in Bezug 
auf die Grundkugeln ansehen; dasselbe hat für die Engel Kx den Wert 
— k ; das Doppelverhältniss von 2 Engeln Kx und Kx* in Bezug auf 

die beiden Gmndkugeln ist dann ^ "= p und das Doppelverhältniss 
von 4 beliebigen Engeln des Büschels: 



A3 Ag Ag A4 



Die Kugeln liegen harmonisch, wenn ihr Doppelverhältniss --1 ist; 

demnach sind 2 Engeln harmonisch zu den Grundkngeln, wenn ihre 

Gleichungen 

Ä,+AÄj = 0, JT, -;Iü:, = sind. 

Zwei Eugelbüschel sind projectivisch, wenn jeder Eugel des einen 
Büschels nur eine Eugel des anderen entspricht. Wenn daher 

die Gleichungen der beiden Büschel sind, so muss für die Projectivität 
zwischen A und {»> die Beziehung bestehen: 

aXf4+ftA + cfi-frf-=0 (1) 

Sollen die Gmndkugeln sich gegenseitig entsprechen, so muss für 
X » auch fi » 0, also c£ «=> und für iL » od auch fi «-* od, also 
a » sein; dann reducirt sich die Gleichung (1) auf die folgende: 

a+cft «= ü oder -4A+f4 — (2) 

und die Gleichungen der beiden Büschel werden: 

ifcj — Alk^ = 

Zwei Eugelbäschel sollen perspectivisch sein, wenn sie eine Eugel 
entsprechend gemein haben; dann müssen sich natürlich die Träger 
der Mittelpui^treihen schneiden; für diesen Fall wird in die Glei- 
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chimgen der beiden Büschel nur ^ = it, = 
|)erspecliYisch gemeinsamen Eogel zu setzen sc 

Kan kann ancb von projectivischen Eogeli 
dem jeder Engel der einen &:^aar eine der ani 
Oleidini^eD verden: 

*,— ^At, — Bpi, = 

Die Chordalebene von je 2 sich entaprechendt 

jectivischer BOscfael 

^, + 1^ = 
i, - Akkj = 

haben die Oleicbnng: 

K^+IK, kj — Alk, 
1-f-i ~ l—Ak ~' 
oder 

Die s&mmtlichen Cbordalebenen nmhitllon eine I 

ist Für perspectiviscbe Bttscbel ist f^ = jI^ : 
die Qleichnog irgend einer Chordalebene, indei 
«■,— A, wegftUt: 

iK,-K,)-AilH-k,)-Al(.K,- 

üierauB folgen die Satze: 

Die Chordalebenen von sich entsprechenden 
Baschel nmhDilen eine Fläche 2ter Ordnung. 

Alle Chordalebenen von sich entsprechend 
scher Bttscbol bilden ein EbcnonbUschel, des8< 
der drei Engeln tj = Äj = 0, S, ^- 0, i» — ( 
Mittelpnnktsreibe der beiden Kagelbascbel pro 

Daraus folgt ferner, dass auch je zwei I 
chende Engeln der Büschel mit der gemeins 
dieselbe Badicalaie haben. 

Anmerkong 1. Haben die Engeln JT, = 0, 
telpnnkt, aber verschiedene Radien, d. h. sind 
perspcctiviach, nicht aber die Kngelbüschel, so 
nnd die Umhüllende der Cbordalebenen wird di 
zweiter Ordnung. 
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Anmerknng 2. Für die Ebene gelten ganz analoge SÄtee; Die 
Chordalen zweier projectivischer Kreisbüschel umhüllen eine Kegel- 
schnittslinie; sind die Büschel perspectivisch, so bilden die Chordalen 
einen zu den Mittelpunktsreihen projecti vischen Strahlcnbüschol ; 
haben aber die Kreise, deren Mittelpunkte coincidiren, verschiedene 
Halbmesser, so ist die Umhüllende der Chordalen ein Kegelschnitt. 

Die von dem Radicalcentmm R von 4 Kugeln K^^ K^^ /Tg, K^^ 
auf die Seiten des Centraltetraedcrs gefällten Perpendikel sind die 
Axen der den zu den 4 Seiten gehörigen Schaaren zugeordneten Bü- 
schel. Bestimmt man auf diesen Normalen perspectische Punktreihen 
als Mittelpunkte von Orthogonalkugoln mit dem gemeinschaftlichen 
Punkte Ä, so bilden die Chordalebenen je zweier Büschel im ganzen 
6 mit einander projectivische Ebenenbüschcl, deren Träger die Kanten 
eines Tetraeders bilden und nichts anderes als die Radicalaxen je 
zweier Kugeln mit der gemeinschaftlichen Orthogonalkugel sind. Seien 
Äcj, ÄFg, Äcj, Rx^ die Normalen zu den Ebenen K^K^K^^ K^K^K^^ 
K^K^Ki und K-^K^K^ und von den perspectivischen Reihen w„ w^, 
mj, m^ vier sich entsprechende Punkte als Mittelpunkte der Kugeln 
^1 *j» ^8» Kt so sind die Kanten des obigen Tetraeders die Radical- 
axen von ÜTjÄTjÄ, h^k^R^ k^k^R^ kJc^R^ kJc^R^ kjcjl und wie man sich 
leicht überzeugt, keine anderen Linien, als die Kanten des Central- 
tetraeders, weil z. B. die Chordalebenen von k^R und kj^R die beiden 
Seiten K^K^K^ und K^K^K^ des Centraltetraeders sind, die Radicalaxe 
daher die Kante K^K^ derselben sein muss. Je zwei der entstehen- 
den Ebenenbüschel erzeugen nun eine Regelfiäche zweiter Ordnung, 
und zwar entstehen hier 12 Kegel, die ihre Scheitel in den Ecken 
des Centraltetraeders haben, und 3 hyperbolische Paraboloide oder 
ein&che elliptische Hyperboloide. 

Perspecti^ische Pnnktreihen auf den Normalen enfüteben bei- 
spielsweise als gleichzeitige Schnitte dersellKin au« R lK,»$<jhriebenen 
Kugel auf allen Normalen, und man erhält daher den folgenden Satz: 

Die Cbordalebenen je zweier von allen jenen Kugeln, welche den 
ans je 3 von vier g^ebenen Kugeln gebildeten Schaaren zuf^mniüeUsn 
Büschdn angehören, und deren Mittelpunkt« auf einer An% d^m Ka^ 
dicalcentmm der 4 gegeln^nen Kugeln f>eM;hrieb^5nen Kugel liegen, 
gehen durch jene Kante de*> C^ntralt/rtra^der» , wHehe den Ebeti^n 
der den beiden Kugeln zn^cordüfifm Schaaren g^;mHo^:haftlicb iiit 
Die Schnittliiiie je zweier der eiitst/;henden 6 C1wrdaleb<iro/!ii hi^mbreihim 
bei stetiger Verändemng d^s Kadin» d^:r ans dem EaAkjihJirstmm be^ 
sehriebeDen, die Mittelpunkte }^^Xmm*fndf:u Kugel ]2 K^jg^l zweh/rr 
Ordnmg von denen je 3 '-im f>:ke de« CentraltetraM^T* zur %*snu^n' 
HfhaftBctm ^ntze haben. qa/I % zttfUr^. B/^eMl/;h/'D zweiter (Hdnnnt^ 
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Sind projectivische Kngelbflschel vorgelegt, so wird man Groppen 
von je drei einander entsprechenden Engeln haben, zu welchen je 3 
Chordalebenen gehören; die Aufeinanderfolge dieser Ebenen gi^ 
nach dem früheren 3 Flächen zweiter Ordnung. Jede gemeinschaft- 
liche Tangentialebene derselben ist Chordalebene für eine Kugel A^ 
des ersten Bflschels und die zugehörige A^ des zweiten, ebenso m 
zwei Kugeln ^2) ^z ^^^ zweiten und dritten und C3, Q des ersten 
und dritten Büschels. Da es nun 8 gemeinschaftliche Tangential- 
ebenen giebt, so giebt es auch in jedem der drei Büschel 8 Gruppen 
von je 2 Kugeln, deren Chordalebenen mit den ihnen entsprechenden 
Kugeln in je einem der beiden anderen Büschel zusammenfedlen. Eine 
solche Gruppe ist hier im ersten Büschel -4,Ci, denn die Chordal- 
ebenen von A^A^ und C^C^ fallen zusammen; im zweiten und dritten 
Büschel sind solche Gruppen A^B^ und B^C^. Die Radicalaxen der 
Kugeln il|, Af und der ihnen im 3ten Büschel entsprechen Jj, so wie 
der einander entsprechenden Kugeln B^B^B^ und C^C^C^ liegen m 
der gemeinschaftlichen Tangentialebene; es giebt folglieh auch in je- 
dem von drei projectivischen Kugelbüscholn 8 Gruppen von je 3 Ku- 
geln, deren Radicalaxen mit den beiden ihnen entsprechenden Kugeln^ 
welche sich in den anderen Büscheln ebenso gruppiren, zu je dreien 
in einer Ebene liegen. 

Sind zwei Kugelbüschel durch die Gleichungen 

gegeben , so sind die Chordalebenen von je entsprechenden Kugeln 
mit einer festen JSTg -» 0: 

(Ä'3~iri)+A(ir3-ir,) = o 

Die Radicalaxe der drei Kugeln Kx^ Kx» und K^ beschreibt demnach 
eine Fläche, deren Gleichung 






=0 



ist, und welche somit eine Regelfläche zweiter Ordnung sein wird, 
im allgemeinen also ein hyperbolisches Paraboloid oder einfaches 
elliptisches Hyperboloid, welches nur dann in einen Kegel übergeht, 
wenn die beiden Radicalaxen der festen Kugel mit den beiden Bfl- 
schein sich schneiden, welcher Schnittpunkt dann die Spitze des Kegels 
zweiter Ordnung ist; die obige Fläche wird ein Cylinder sein, wenn 
die Radicalaxen parallel sind. 
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Das Radicalcentrum von 4 Kngelo, von denen zwei iT^srO, K^^O 
fest sind, nnd die beiden anderen zwei projectivischen Büscheln au- 
gehören, beschreiben daher stets eine Curve zweiter Ordnung, nämlich 
den Schnitt der obigen Regelfläche mit der Chordalebene ^"3 — Jr4=0. 

Nun werden aber die beiden zu K^ und K^ gehörigen Radical- 
axen je eine Regelflächc zweiter Ordnung beschreiben; da aber von 
ihrem Schnitte, dem geometrischen Orte des Radicalcentrums der 4 
Kugeln eine ebene Curve der zweiten Ordnung schon gefunden ist, 
80 muss zu demselben entweder noch eine zweite ebene Curve ge- 
hören, oder die beiden Flächen müssen sich in der vorhin gefundenen 
Curve berühren. Sei ein Punkt der zweiten Curve P, so lassen sich 
durch ihn in den beiden Regelflächen je 2 Gerade ziehen, von denen 
je eine derjenigen Geradenschaar angehört, aus welcher die Fläche 
als Gosanmitheit der Radicalaxen entstanden gedacht ist; sind die 
beiden Chordalaxen g^^ g^ so werden sie die Chordalebene K^ — -^4=0 
in zwei Punkten f^^ p^ schneiden, welche beide Radicalcentra der 4 
Kugeln iTj, ^4, Kx und Kx' sein mtisston. Dies ist unmöglich, und 
es muss daher entweder F in die in der Ebene K^ — K^ = gelegene 
Curve C fallen, wodurch diese doppelt gezählt wird, oder es müssen 
P11 P2 zusammen- und in C hineinfallen ; dann haben die beiden Regel- 
flächen eine Erzeugende gemeinschaftlich und folglich noch eine zweite. 
Dass dies aber hier nicht möglich ist, ersieht man auf folgende Weise : 
Pp ist Chordalaxe der Kugeln JTg, Kx, Kx' und ebenso A4, Kx Kx*. 
Die 4 Kugeln K^, K^, Kx^ Kx' haben demnach ein unbestimmtes Ra- 
dicalcentrum, ihre Mittelpunkte liegen in derselben Ebene; wenn nun 
wol in 2 projectivischen Reihen R und R' (den Mittelpunktsreihen) 
zwei Paare sich entsprechender Punkte liegen, die mit 2 anderen 
Punkten {Pzi\) in einer Ebene liegen [das Erzeugniss der beiden 
Reiben, eine Regelfläche zweiter Ordnung, giebt mit P3P4 zwei Schnitt- 
punkte; die durch denselben gehenden zur einen Geradenschaar ge- 
hörigen Erzeugenden bestimmen die betreffenden Punktepaare auf 
i^/?^], so werden die 4 Chordalaxen parallel, im allgemeinen aber 
nicht zusammenfallen. Man erhält daher den Satz: 

Die Regelflächen zweiter Ordnung, welche die Chordalaxen zweier 
beweglicher Kugeln von projectivischen Büscheln mit je einer von 2 
festen Kugeln beschreiben, berühren sich in einer Curve zweiter Ord- 
nung, welche in der Chordalebene der beiden festen Kugeln liegt, und 
der geometrische Ort des Radicalcentrums der vier Kugeln ist 

Wien im Februar 1880. 
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XXV. 

Untersuchungen über algebraische Gleichungen. 



Alfred Siebel. 



Artikel TU. (§ 85-1 46.) 

Bestimmang der reellen Wurzeln, wobei das f{i) 
in S 2 von der Form 6*-* ist 



S 35. 
Constrnction der Wurzeln. 



i)n unserer algebraischen Gleichung 
lassen sich als Abscissen der Dorch- 






für jedes x, da 
so bestimmen, dass dies auch i 



I jede der 



Vehnlichkeit 
'all n<c)- 
uich in der 



iebti; Vnlertudmgtn äbtr algtbraächf Gl 

HmfBtabelle. 



- 


— logi" 


. 


-log*. 


. 


0,010 


4,298 


0,10 


2,272 


1,0 


15 


3,945 


16 


1,906 


1,5 


20 


3,693 


20 


1,641 


2,0 


26 


3,498 


25 


1,432 


2,5 


30 


3,338 


30 


1,259 


3,0 


35 


3,203 


36 


1,110 


3,6 


40 


3,085 


40 


0,979 


4 


45 


2,982 


45 


0,862 


6 


60 


2,889 


60 


0,755 


6 


56 


2,804 


55 


0,658 


7 


60 


2,727 


60 


0,667 


8 


66 


2,666 


65 


0,482 


9 


70 


2,590 


70 


0,402 


10 


76 


2,629 


75 


0,327 


11 


80 


2,472 


80 


0,266 


12 


85 


2,417 


86 


0,188 


13 


90 


2,366 


90 


0,123 


14 


0,096 


2,318 


0,95 


0,060 


15 



Anmerkung. Ist « < 1 so ist 

^ < -i« < '* 

2+3 < » < 2 + 2 

nnd es befriedigt 

obige Bedingnng ifit ■< p. 



S 38. 
Wahl TOD e nnd a. 
(1) Sei 
so wird in g 36. I. eiofacher 

p =- l^x, — iCo'.CH = Tjia (aiehe g 
daher 

y*. 



der F&l 
OH 



(Dies U 
liegt zw 
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F,'(^)>0 für =<t, 
< > 

folglich wächst F,(z) von i = bis ; ^ si 

and nimmt ab „ z — a, „ » = +* 

(F.m = 0, /•.{» ) - (* — 2) ! *). 

Sei, jo Dacbdem fix^) (= c«) ^ 

fc..2 - ± C.efi 
Intervall 

("« d'} 

a °— Aa entspreche i — «i 



j Jenes grösste, vortcilhafE^sto x sei bezeichnet durch 

[ die zngehCrigen a und « seien 

dl nnd ■«, 
die Oberhaupt vorteilhaftesten a, >, x 

^ 1, «, *- 

Dann ist 

>■ = dem raittJeren der Werte z„ t,', s, 

= 1) K » 1< °*l '^'> <*• 

[ «1 = «* 
lio Intervalle (a> ot') bestimmen wir nie in Art. IV. S 14, < 

I nir Nacbstohondes beachten. 



Zunächst ist znr Bestimmang von a im Art. IV- 
Folgondos nachzutragen. 
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unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungen sei die Reihe 
der bei wachsendem a aufeinanderfolgenden Ausdrücke für 

± 

ht—m . • . "V— p • • «fr— «j *r— i • • • «?r--K . . . ÄVf 

WO nach § 14 

r — z ^^m . , . ^^ g ... .a«>< ... ,^ u ,.0. 
Die Intervalle, in welchen e-=r--«... bezeichnen wir wie 

m 

früher mit (a« o«') ... und setzen statt as,r zur Abkürzung 

m 
a» 

Zur Verallgemeinerung der Formeln sei 

m 

m 

Bfit 
werde das a unter allen a zwischen o^ und a/ bezeichnet. 



Ist zunächst 



so ist 



«<r— 2 und «>0 

r — 9 ^^ p^ r — t ^^ q 



m 



P f 



WO 



m m 
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m 



Fb(z) > für 3 < a, 
< > 



m 



folglich wächst Faiz) von a = bis « = a« 



und nimmt ab 



m 



11 



Zg „ Z =+Q0 



(F,(0) - 0, F,{co )=.(,— 2) ! «). 
Sei, je nachdem f(x^) (« cn) ^ 



im Intervall 



hn.2 - ± GiO« 

a =- «8 entspreche «■=»»« 



(3) 



m 
« = a« 



11 



11 



2s 

m 
a = a«. 



Jenes grösste, vorteilhafteste x sei bezeichnet durch 



X» 



die zagehörigen a nnd z seien 

a« and «8, 
die überhaapt vorteilhaftesten a, a, a; 



\ 



» » » 
a, a, X. 



Dann ist 



» m 

a« = dem mittleren der Werte a», a,', a« 



m 



(4) 



«» = 11 

V 

O^ = ^2 



11 



»1 



11 



Os, Of , Ob 



Die Intervalle (a* a«') bestimmen wir wie in Art. IV. § 14, das 



a 



indem wir Nachstehendes beachten. 



§39. 

I. Zunächst ist zur Bestimmang von a im Art IV. 
§ 16. Folgendes nachzutragen. 



r^r^ 



Sitbtl: ünternichuns 



Unter Beibebaltnng der I 
der bei wachsendem a aafeina 



tr— ...kr-i 

wo nach S 14 



Die Interralle, in wetchi 
frflber mit (a* a,') . . . nnd se 



Zur Verallgemeinening dt 



werde das a nater allen a zwi 
Ist znn&cfast 



■^■' -r(,-l)(.-l)'.- 
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Sei 



a a 

as at 



SO folgt 



aP(9-p) 



ö' 



{!pj C^.pAp,,Pi7'P) 



Tff(ff-P) 



'r\9 
.9. 



fr\P 



wo 



daher 






— = - , sei = -ö 



WO 



«. - ^(»~i)*«-2, i»^ « ^^^K-DS*--^. 



Wegen 






ist eine obere Grenze von ß 





r — s 


\r- 


.*-i; ' 


Ir-l 


da 


2<P<«. 


-2)« 


<i, 




(1) 


Hieraas folgt 

1) « > 1 bedingt r 


>1 








d. h. 

mm m 

Ist at<^aB ^ 80 at < a< mithin Ou <C(h* ... 

(2) ) *» » 



404 
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Ist < > 2 



80 ist 



a« = ar =« a».< =* a 






m 



K^ 



I t^ag 



"«.-[/ 



< 1 ^Zi 



Die VerhältniBse 



ergeben sich ans 



wo 



Daher 



(1) 



<F -« — and T «« — 

in 



m 



a/ 



(6) 



(^zt)»-^ 



C».t 






m 



wie ad I., tt ^ m, p ^ r 

a ist in jedem Fall ein ganz bestimmtes a. 



§ 40. 



Die positive Wurzel 



h 



m 

«8 



(siehe § 38.) von 

6?(ä) = « - «*(««— ,g-^j,) «, jrt|;«— »V 

-(ä-')-+ri(ä-')-'+l.(J 



-!)•' + • 



• » 
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WO < ^ 2, liegt zwischen » — 2 aad « — 1, nnd ist in diesem Intervall 
(?'{>) < and e"(«) < 0. 
Nach Enler finden wir die nftbere obere Grenze von ): 







• ' o'(.- 


■1) 

-1) "' 


■1- 


(.-IM-> 




Dieselbe ist grösser als 








(1) 




i' — '- 


-r^ 


-' 


.(.-2) 
.— 1 


und 


es entsteht die Frage, 


ob auch i' 


Btet« > j. 




Es ist 










wenn 


G(i') = 




i)<0 

i-St 


odei 


■ «— 1- 


( gewtzt 


1«<^- 


. 




am 


Ho mehr, 


wenn 









('-1 < y* 

Dies ist der Fall ftlr t > 3, während t — 2 nnd i — 3 
letzte Ungleicbheit erftlUen. 

Folglich ist anch g' eine obere Grenze von j. 
Die grflsate Wnrzel von 

.■-„+■ 

ist eine nntere Grenze, da e(i,) — « >■ 0. 



i( liegt zwischen j, nnd )'. 
HtUfBtftbeUe Aber 3, 
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§ 41. 
I. Beispiele zur Trennung. 

Bspl. I. (S 16. Bspl. IM 

/(«) = «*- 8ar«+1998x«— 14937a;+50C0 = 0, 

die kleinste Wurzel zu trennen. 

+ 
Für «, — c — ist A«i) =- 5000 > 0, Ar — ib,^a 





k 


4 ■" 


** k. 

411' *» 


a» 




■"211998 


K 


- ^ 


für 


a => <4 >= 


V 333 


h 




« 


fl>«t 




a 


— ««1 


^' 


— fe,. 5000 «0,0071 






X 




1,496. 





Zwischen und x liegt folglich höchstens eine Wurzel, ond da 
f(l) <! 0, so in (0,1) eine, in (1 ; 1,496) keine. Dies ist nahezu das- 
selbe Resultat wie in § 16. 

Bspl. II. (§ 16. Bspl. IM 

Die zweitkleinste Wurzel der Gleichung 

(0) f{x) = (wie in Bspl. I.) 

zu trennen und zwar von der unteren Grenze X| » 1 aus. 
Die nach 1 transformirte Gleichung lautet 

(1) «* — 76«»+ 1764a;«— 11177«— 8018 « 

a» 
/(«i) 8018 < 0, k^k^ ""~"3T80 ^^ ^^^ "* 



8018 t m m c* 

ilßz «— Q|Qrv fl^ a «» a — " (I3 entsprechend a -=» »j — 1,4, d. i. 



3180 

.1 



-v. 



480 
35j8.2,62-0,54 



x= l+- = c«3,6 




während sich nach § 16. « = 4,75 ergab. 



IL 
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Wir fanden in § 16. weiter, dass die Gleichung (0) zwischen 

5 und 11,236 
12 „ 15,75 

höchstens je eine Wurzel besitzt. 

Die sich analog nach dem vorliegenden Modus ergebenden Inter- 
valle sind 

(5; 9,38) 

(12; 14,8) 

also wieder kleiner wie in § 16. 

Bspl. III. (§ 16. Bspl. I«.) 
f(x) = a;* + 48a;»-f 462«»— 1753« + 104 = 
Ein Intervall (0, x) mit höchstens einer Wurzel zu bilden. 

Xj =, c - 0, A«,) - 104 > 0, Ar =- kn,2 



*4— 4P ^»""3148' ^~2!462 



12 



,2«j/~ = 0,: 



04' = 04.8 



h « 04,2 « 1/ ^ = 0,1609 



24 

also wegen § 14. Hülfssatz I. os' '-» «8,2 = «« = 0,311 

sodass sich k wie folgt darstellt: 

^ 1 24 

^"^ 12 77 ^ 

m 8 m 

Weiter ist og — c«y 7 > 03,2 > «t = 0. 

Daher nach § 39. n. (6), 

ü 24 

a t^ a '^ 03,2 ■" «y 

ij;« — ifc, . 104 — 0,0109, « — 0,14 



9 



z 



« acs X »> - B 0,45, 



a 



d. i wieder annähernd dasselbe Resultat wie in § 16. 
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Bspl. IV. (S 16. BspL IL) 

/[«) = a;«-f6«ö+9«*— 5««— 15««-f0.x+5 =0. 

Ein Intervall (0 x) zu berechnen, das nicht mehr als eine Wurzel 
in sich schliesst. 

Man findet 

10 ^ 

a^— -^ =- aö.4<a4 = 5,59 < o/ -= -|- oo , 

folglich nach § 39. IL (6)i : 

a — 5,59 

and ist daher die Feststellnng der Intervalle, in welchen A; *— £^ and 
jb —lA;^, sowie die Untersnchnng dieser, d. h. die Ermitttelnng von 

05 nnd a^ erspart. 

m 
s BS 3^ «M 2,6 

« = « = -== 0,465, 



kleiner als das in § 16. gefundene x = 0,492. 



BspL V. (§ 16. BspL IIL) 

/{x) == «1*— 2«Ji-f«»»-f3«»+5««— 3«*+a;«+0.«+l = 

w wie vor zu bestimmen. 
Es ergiebt sich 

0^4 ^ Og, daher a ^^^ (tfj ^ ^ ^ 

OS B> fls BS 0,36, 
>« in § 16. — 0,245. 



19 
ai4 =- au^ "=■ ^ "" K T 



n. Vorstehende Beispiele zeigen, dass das x nach § 38. 

5 < a; nach § 16. 

sein kann und wollen wir im Folgenden versuchen, einfache Merk- 
male für das Eintreten des ^en und des anderen Falles aufzustellen. 
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409 



Die Bedingungen, mit denen wir ans zu beschäftigen haben, sind 



V 



X— x^ 



<1. 



l — x^ > 



Die lateinischen Buchstaben bei dem vorliegenden „Modus 11/^ 
mögen durch die entsprechenden deutschen ersetzt werden; da wo 
Verwechselungen mit den gleichlautenden Bezeichnungen bei dem 
froheren „Modus I/^ stattfinden können. Hiemach ergiebt sich die 



m 



Bedeutung von a, J, S, Qi . . . Statt ?« . . . werde kürzer . . . g« gesetzt. 



m 



j, = 0, Ol « 0. 



§ 42. 



Sei vvie frtther die nach c Transformirte von f{x) « 

Diejenigen Glieder unter 

welche dasselbe Vorzeichen wie cn haben, seien 

(1) Ch— f.«'' ... Cn^q,X^ ... On-tvf <i 

so dass 

n '^ r ... -^ 9 . . . ^ t ^ 2 

der Fall, dass, wie in § 41. Bspl. ü. 

die Anzahl der Glieder in (1) = 1 
lässt sich leicht erledigen. 

Es ist nämlich 







Cn 






wo 
Daher 



9 



ftr jedes J > 0, mithin auch für j « j, d. h. 
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§ 43. 

Die Anzahl der Glieder in § 42. (1) sei » 2. 

I. Aus Art IV, § 13. folgt: 

Zwischen ar^ =- c and x liegt höchstens eine Wurzel 
von /(«) — 0, wenn 

X «= flc,-(-a(« — 1) 
ferner ans § 16. (siehe § 39. I.) 






l)«in«' 
wo 

(2) 0-' = 



—2 • ^ 9 sei ^"^ c» 



Cn~r' Cm*""' 



= 00 wenn C > a 
(3) 

m 

IL Aus § 36. resultirt: 

Zwischen x^^^ c und ^ hat fx^O höchstens eine Wurzel, 
wenn 



(1) 



8>0, o«-3l^*a 



«={r'f'^«*»<L-^.'"' ---""'' 



femer ans § 39. IL: 

Hat C die Bedeutung wie in L, 5^ . . . wie in § 41. n. 



(2) {ß ^ i^, y - -^— > ß (wegen § 39. IL (1)), 



'n 



r\ 



M 




(3) 

I 

(11 
wo 



B stel 
1 
I 
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Man findet 

, B— 1 

wo 






Vi« 



1(1) wie Tor. 



Bei gegebenen t and r, nnabhängig Teränderllchen Coefficienten 
, ci ... e» kann man sieb die vi ... % als Functionen von 



o=-VE 



aoBgedrltckt denken, mitbin setzen 

QDter V eise stetige, endliche Function verstanden. 



gebraiicAe GUi/^angea. 



Achsen hierdarch dargestellte 
er Cmren 



s = Vt^C) 



..,>1 ... .,>1. 


_ 


n f,(.)>0 


-W, 


-...A,^+... 


1^(1 -^-,)>0 


r, >o 



e Yfatza > 1 

solche 1,' 

, mitbin für jedes C 
< 

C*"« » c,'<c<c,'', 

. . „ „ C^C,' oier 
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Fall a) findet z. B. statt, wenn < ~ i ; f — 2, r 
. - 4, r > 14. 

b) wenn # = r— 2 tind > 1, d. h. ( — 2 
Für r — 4 und r = 6 erliillt man •,' — 2, 

c) wenn *> 1 and < r— 2, d. h. ( > 2 
Igt K. B. ( — 3, r = 6 80 «,' — 1,83, z," — 



< < 

= (r«)i«(.-l)--?.,(.) 



F,{j.) — hat Eine Warzel «,' > 1 
«,<1 wenn C<C,'=r^^ 

Ist z. B. r — 3 so «»' = 1.8 
< „ 2.8 

.., > 1 fall» f.W > 
< < 

„ wie F,(.), m — I 

+ ('l)(r-2)»- + ...Q(;^ 

^,(*) = hat höchstens 2 Wdteg 
Sind dieselben V nnd ■)", die entsprechend 
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■X CyCa". 



1, getrenot durch 
IM; 1.2 i 1,2 uDd 



' und V'- 
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n. Jede Gliederzahl sei > 2, jedoch nehme bei Modus IT. 
Ic ==» kn,2 und die Ausdrücke kr und h an. (Bsp). V. in § 41. L): 
d. h. es sei für jedes der g in § 42. 

(1) Aq>Q 

wo 









Die analogen Bedingungen bei Modus I. sind zusammengefasst in 

(2) ^ > Qi - -Ut:!!' 

Da 

so hat (1) die Bedingungen (2) zur Folge, sodass bei Modus I. eben- 
falls nur k =^ kr und k ^ kt in Betracht konunen. 

Der vorliegende Fall ist somit auf den in §43. zurflck- 
geführt. 

§ 46. 
Wendet man § 3., Krit. UI. spedell auf die Gurren F(x)^€f*(*-^\ 
^(x) ^ F(x)'-kf(x) an, wo a>0, ib — (oder O V« Ms 
/(^i) > (siehe § 35. (2)), so erhält man folgende Kriterien 
zur Annäherung an die Wurzeln: 

1) in pos. Sinne. 

Ist 0:^ > c, ,>0 und ^W = ^~|^]« + ^^-l<0, 80 

z 

liegt zwischen x^ und a; =• a^ + -(>iCi) keine Wurzel von f(x) —0. 

2) in neg. Sinne. 

Ist «1 > c, » < und G{z) < 0, so hat /(«) = zwischen 

z 
«1 und rc — < « 



keine Wurzel, je nachdem x^yO. 



Zhlertuciimgeii Shtr algtliraüdie GltiAangtii. 
ogen sind: 

-''V- ».',)) 



in;) 



d Zugleich tf\i,) < F'(x,) (d. i. g'(.,) > 0). 



Kriterien lassen sich noch anf transcendento 
ncn, wir Icommcn hierauf naher znrQcli. 
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XXVI. 

Neuer Eilipsograph. 

Von 

Herrn D. Sidersky, stud. pbil. in Berlin. 



Das Instrument hat den Zweck, eine Ellipse entweder nach 
gegebenen Achsenlängen, oder wenn eine Achse and ein Brennpunkt 
gegeben sind, zu construiren. 

Dasselbe beruht auf folgender kinematischen Betrachtung: 

Man nehme zwei einander gleiche Linien AB = CD (Fig. 1.) 
und verbinde sie mit einander durch zwei andere (längere als die 
ersten) einander kreuzende Linien AD = BC^ so wird man leicht 
bemerken, dass, wenn man eine der kürzeren Linien, z. B. AB^ fest- 
hält und die zweite, nämlich CZ>, in Bewegung bringt, das Viereck 
ABCD immer ein gleichschenkliges Trapez bildet, dessen Schenkel 
AB und CD^ und dessen Diagonalan AD und BC sind. Bezeichnet 
man den Durchschnittspunkt der Diagonalen mit £, so wird AE = CE 
und BE == DE sein; weshalb 

AE-\-BE =- AE + DE = AD, 

d. h. die Summe der Entfernungen des Punktes E von A und B ist 
immer constant und zwar gleich einer der Diagonalen AD = BC, 
Also ist der geometrische Ort des Punktes E eine Ellipse, deren 
JT-Achse = AD =* BC, und deren Brennpunkte A und B sind. 

Der EUipsograph besteht aus vier platten Stäben, welche paar- 
weise gleich sind, von denen AB = CD die kürzeren, und AD == BC 
die längeren sind. Die Breite aber, sowie die Stärke sind bei allen 
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gleich, und zwar die Stärke = ^ der Breite. An einer der Ecken 
hat jeder Stab eine kleine Charnieröffnnng, und zwar: AB und BC 
in -ß, AD und CD in D. In einer geringen Entfernung von dieser 
Oeffnung, wie in Fig. 2. dargestellt ist, hat jeder Stab einen langen 
prismatischen Schlitz, dessen Breite = J der Breite des Stabes ist, 
so, dass durch die Kanten des Schlitzes die Breite des Stabes in 
gleiche Teile geteilt ist. Dieser prismatische Schlitz verlängert sich 
bis zu einem kloinen Abstände von der Ecke des Stabes. Die Stäbe 
AB und BC (Fig. 3.) sind mittelst eines nach Fig. 5. eingerichteten 
Chamiers in B verbunden. Ebenso sind AD und CD durch ein 
solches Chamier, über dessen Eigenschaften noch weiter gesprochen 
wird, in D verbunden. Die Verbindung der Stäbe AB und AD in 
A, sowie die Verbindung der Stäbe BC und CD in C, ist aber auf 
eine andere Art eingerichtet, nämlich durch dazu geeignete Vorrich- 
tungen. Letztere bestehen, wie Fig. 4. anzeigt, aus zwei auf ein- 
ander liegenden Kuben a und a^, die in den prismatischen Schlitzen 
der Stäbe genau einpassen, aber auch herumgeschoben werden können. 
Auf der oberen Ebene des obenliegenden, sowie auf der unteren Ebene 
des untenliegenden Kubus ist eine dttnne Platte befestigt, deren Breite 
dem Kubus gleich ist ; die Länge aber ist der Breite des Stabes gleich 
und hat an einem der Enden eine rechtwinklig ausgebogene, qnadrat- 
förmige Verlängerung, in welcher eine kleine Schraube c sitzt Jeder 
Kubus liegt in dem Schlitze jedes Stabes und die auf ihm befestigte 
Platte bedeckt ein wenig die Breite und die Stärke des Stabes (von 
einer Seite). Mittelst der Schraube c kann der Kubus a an einer 
beliebigen Stelle des Schlitzes befestigt werden. Die beiden Kuben 
a und öj, von welchen a im Schlitze des Stabes AD^ und a^ im 
Schlitze des Stabes AB herumgeschoben wird, sind miteinander durch 
ein einfaches Chamier verbunden, wodurch AB und AD um den 
durch diese Vorrichtung festgestellten Punkt A sich frei herumdrehen 
können. Ebenso sind BC und CD durch ein in ihren Schlitzen 
herumgeftthrtes Chamier verbunden. Also kann man die Länge der 
Entfemungen AB^ CD^ AD und BC, ganz beliebig bestimmen. 

Die Lage der Stäbe ist folgende: AB und BC liegen auf AB 
und unter CD, und kreuzen einander; und zwar liegt -4I> unter BC, 
Im Kreuzungspunkte E der Schlitze der Stäbe AD und BC sitzt 
eine, aus zwei auf einanderstehenden, in die Schlitze genau passen- 
den, durch ein Chamier mit einander verbundenen Cylindern be- 
stehende Vorrichtung (Fig. 6.), bei welcher von oben, d. h. über dem 
in BC gehenden Cyliuder, ein Grifif, und von unten, nämlich unter 
dem in AD gehenden Cyliuder eine Stelle für Bleistift, Reissfeder etc. 
angebracht sind. Das festsitzende Charnier B, und das in den Schlitzen 
der Stäbe AB und AD herumführende Chamier A^ besitzen von unten 




422 Sidersky; Neuer ElUpaograpK 

zwei Stifte (oder Nadeln), welche dazu dienen, das Instrnment auf 
dem Papier festzuhalten. 

Um die Ellipse nach den gegebenen Achsen zu zeichnen, macht 
man AD= BC=^ der grossen Achse, und AB = CO= dem Ab- 
stände der beiden Brennpunkte der betreffenden Ellipse (was leicht 
zu finden ist, wenn die Achsen bekannt sind). Dann setzt man die 
Stifte A und B in die Brennpunkte ein und bringt den Punkt E in 
Bewegung, wodurch der untensitzende Bleistift (oder Reissfeder) die 
Ellipse besehreibt 

Es ist noch zu bemerken, dass, wenn E in die Endpunkte der 
grossen Achse fallen soll, die Punkte A^ S, C, D und J^ in einer 
graden Linie liegen müssen, d. h. je zwei Stäbe mOssen die «idem 
zwei vollständig bedecken. Das kann aber nur in einem Falle ge- 
schehn, nämlich, wenn A seine Stellung zwischen B und C nimmt, 
d. h. wenn E in den bei A befindlichen Endpunkt fällt Im zweiten 
Falle, d. h. wenn B zwischen A und D kommen soll, kann der Stab 
AD wegen des Chamiers B nicht genau unter BC hinunt^gehen 
und die Ellipse wird nicht mit einem Male beschrieben werden kön- 
nen. Um dieser Unbequemlichkeit auszuweichen sind fOr B und D 
geeignete Chamierc nach Fig. 5. eingerichtet; d. h. jedes Charnier 
ist von beiden Seiten kurbelartig; die äusseren Teile des Stiftes 
nämlich, die in den Oeffnungen der Stäbe sitzen, liegen in einer 
graden Linie, der mittelste Teil aber ist durch zwei Querlinien mit 
den äusseren verbunden, so dass AD zwischen die Querlinien kom- 
mend, vollständig genau auf AB und unter BC liegen kann. Die 
Länge der Querlinien ist etwas grösser als die Hälfte der Breite der 
Stäbe und die Chamierc sind so eingerichtet, dass sie bei leichtem 
Druck in Bewegung kommen. 
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Miscellen. 



1. 

Bemerkangren betreffend die AuflSsang eines Knotens 

in fierter Dimension. 

Im LXXXII. Bande der Sitzungsberichte der k. böhmischen Aka- 
demie der Wissenschaften erschien kürzlich ein Artikel von H. Dnr^ge: 
„Ueber die Hoppe'sche Knotencnrve." Sie schliesst sich an meinen 
Artikel, T. LXIV. des Archivs S. 224. „Gleichung der Curve eines 
Bandes mit anauflösbarem Knoten nebst Auflösung in 4. Dimension^*, 
an und untersucht mehrere Fragen , auf die jener nicht eingegangen 
war. Namentlich ist darin der Nachweis geführt, dass die Curve bei 
Uebcrgang in den Kreis im Dreidimensionenraum einmal und nur 
einmal einen Doppelpunkt bilden muss, und dieser analytisch dar- 
gestellt. Wird hierdurch die Untersuchung wesentlich vervollständigt, 
so scheint mir dagegen der vorhergehende Nachweis, dass der allen 
4 Coordinaten beigegebene Factor f{t) , welcher zur Erhaltung der 
unveränderten Länge der Curve dient, nicht unendlich gross wird, 
eher entbehrlich. Der gedachte Fall würde der einer Curve sein, 
die in einen Punkt degenerirt, was schon ohnedies unzulässig ist, 
und sichtlich nie eintritt, weil für keinen Wert von i alle Coordina- 
ten unabhängig von u werden. 

Sehr erwünscht musste es mir sein, dass der Verfasser, und 
zwar gleich anfangs, einen Fehler zur Anzeige bringt Die 4. Coor- 
dinate ist nämlich angegeben w ^ u%\xi%f{f). Da dieser Ausdruck 
während des Uebergangs nie auf seinen Anfangswert zurückkommt, 
so ist die Curve ebenso lange nicht geschlossen. 



424 MisctlUn. 

Der Fehler ist am einfachsten dadurch zu herichtigen, dass man 

setzt: 

w = sinusini/XO 

Da jedoch alsdann die Coordinatc im Intervall der u jeden Wert 
zweimal annimmt, so wird der Nachweis erforderlich, dass den 2 Wer- 
ten von u kein Doppelpunkt entspricht, d. h. dass nicht gleichzeitig 
X, y, z ihre Werte behalten, wenn man — cosu für cos« substituirt 
Die 2 Werte von x haben die Differenz 

cosu(3+cos0/(0 

die nur für i* =» R oder u = 3R verschwindet. Für beide aber 
fallen die 2 Werte von u selbst zusammen, so dass kein Doppel- 
punkt entsteht 

Femer ist ein Einwand zu untersuchen, der mir mündlich zu- 
gekommen ist. Man kann nämlich fragen, ob das, was von der Cune 
als Repräsentant des Bandes nachgewiesen ist, sich auch auf das 
körperliche Band anwenden lässt. 

Wir denken das Band als eine Schnur von kreisförmigem Quer- 
schnitt, jene Cur\'e als ihre Mittellinie. Die bisher angenommene 
Undehnbarkeit kann hier um der Biegung willen nicht beibehalten 
werden. Dann ist der Factor f{t) überflüssig und sei = 1. Ausser- 
dem steht einer Torsion der Schnur bei unverändertem Querschnitt 
dann nichts entgegen. 

Zuerst ist zu fragen, ob die Gestalt der Mittellinie eine Durch- 
dringung verschiedener Teile der Schnur zur Folge hat Da die 
Minima der Sehnen zwischen Punkton der Mittellinie, die durch 
endlichen Bogen getrennt sind, nnr endlich oder null sein können, 
letzterer Fall schon bei der Bestimmung der Mittellinie ausgeschlossen 
ist, so kann bei hinreichender Dünne der Schnur eine Durchdringung 
nicht eintreten. Bei Sehnen, welche zugleich mit dem Bogen ver- 
schwinden, ist der Fall der notwendigen Durchdringung nur denkbar, 
wenn der Bogen einen Rückkehrpnnkt enthält Ein Rückkehrpunkt 
setzt voraus, dass 8«, 8y, 3», dw zugleich verschwinden. Für 8ic«0 
wird cosu = 0, gleichzeitig hiermit 

dx -=Ti(3 + cos08ti 

folglich tritt während der Variation der Curve nie ein Rückkehrpunkt 
ein; zu Anfang und zu Ende derselben ist dies schon vorher bekannt. 

Eine zweite Frage ist, ob das stetige Angrenzen der Teile der 
Schnur während der Variation fortbestehen kann. Die Anordnung 
der Eörperelemente zu Anfang und zu Ende kann man, solange 
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man von der Schliessung absieht, so denken, dass die Schnur aus 
anendlich vielen Fäden besteht, die der Mittellinie parallel sind, und 
ihren Abstand von derselben nie ändern. Im Artikel XXIII. ist ge- 
zeigt, dass eine gleiche Construction auch bei 4 Dimensionen für 
eine beliebige dreifach gekrümmte Curve möglich ist. Lässt man 
also die Anordnung während der Variation fortbestehen, so wird das 
Angrenzen der Elemente weder longitudinal noch transversal verändert 

Die Anordnung bedarf jedoch einer Modification, wenn man in 
Betracht zieht, dass Anfang und Ende der Schnur fest verbunden 
sind. Ist die Mittellinie ein Kreis, wie sie zuletzt werden soll, so 
sind offenbar auch alle Parallelen Kreise, Anfang und Ende jedes 
Fadens fallen zusammen. Dass auch die Parallelen der ursprüng- 
lichen Mittellinie nach zweiter Erreichung des Querschnitts, von dem 
sie ausgegangen, in ihrem Ausgangspunkte eintreffen, ist wenigstens 
kein Grund ersichtlich. Ist es nicht der Fall, so ist der stetige 
Uebergang aus dem ursprünglichen Zustand in den schliesslichen un- 
möglich. Ja sogar der Fall ist unzulässig, wo zwar alle Parallelen 
geschlossene Curven sind, aber erst nach einer oder mehreren Win- 
dungen um die Schnur ihren Ausgangspunkt wiedererreichen. 

Nehmen wir an, dass eine vom Punkte (c, qp) ausgehende Paral- 
lele zur Zeit t nach Dnrchlaufung der Schnur in den Punkt (c, (p-^d) 
fällt, wo 6 positiv oder negativ, -< oder = oder >> 4R sein kann, 
so lässt sich der Endpunkt durch Rotation des Endschnitts 8 = 1 
um den Winkel — 6 auf den Anfangspunkt (c, tp) zurückführen, und 
wenn man zugleich allen Querschnitten eine proportionale Rotation, 

da 
d. h. um den Winkel — j erteilt, so erhält man diejenige tordirte 

Lage der Schnur, in welche sie kommen muss, wenn sie von der 
circulären Ringform aus bis zu der Knotcncurve deformirt wird. 

Geht man umgekehrt von der anfänglich gegebenen Knotenform 
aus, so sind, wenn (jxyz) der laufende Punkt der Mittellinie, (x^qz^) 
der entsprechende einer beliebigen Parallele im Abstand c ist, die 
Gleichungen der letztem: 

a:o =» a; -f- cCJSTcos q> — X^ sin q>) ; etc. (1) 

und zwar bedeuten anfänglich , also im Räume , X und X^ die Rich- 
tungscosinus der Haupt- und Binormale, q> den Torsionswinkel. 

Wir müssen nun auf den Fall Rücksicht nehmen , dass eine Pa- 
rallele einen geschlossenen Faden nicht rcpräsentirt oder, wenn es 
der Fall ist, mit der Mittellinie im Kettennexus steht, geben also, 

wie oben gezeigt, durch Substitution von 9 — y für g) allen Normal- 




schnitten die genQgenden Botationen, welche den Asachlnsa ohne 
KettennesDs herbeifohirt Dann werden die 61eicbnngen einee Fadens: 



«+c{xcos(q)-yJ-X,iin(v-j)ji etc. 



(2) 



Dieselbe Form besteht fort, wenn bei der Deformation die Hittel- 
linie in 4. Dimension ausweichend dreifach gekrOmmt wird. Denn 
in dem cit. Art. X - XHI - ist gezeigt, dass die Parallele einer drei&cb 
gekrümmten Carve Gleichnngen von der Form (1), nur mit andrer 
Bedeutung von X, X„ <p, bat nnd durch Hinzuf&gnng eines dem Bo- 
gen proportionalen Incromentes zu 9 in eine, die Urcnire in con- 
stantem Abstand amwindende Curve übergebt. Die GrOase i ist dann 
FunctioD der Zeit 1 and verschwindet am Ende des ganzen Vorgangs. 

Betrachtet man jetzt in Gl. (2) >, tp, c aJs Parameter, so wird, 
wenn « von bis ^, <p von bis 4R, e von bis znm Radins des 
Querschnitts variirt, fflr joden Zeitpunkt des Uebergangs der dorch 
(2) bestimmte Pankt (zoJ/qZd) ^^ ganze Volnm der Scfanar eiseugen, 
und die materiell identischen Elemente die ganze Zeit hindurch in 
gleicher Ordnung auf einander folgen. Hiermit ist auch die zweite 
Frage erledigt and bewiesen, dass die körperliche Schnur, als dehn- 
bar und tordirbar, aber mit unveränderlichem, normal bleibendem 
Qaerschnltt gedacht, die Bedingungen der Euotenanflösung orfQllt. 

R. Hoppe. 



ZorBekfllbmnf der vollstSndlgren Gleiefaongr Tlerten Grades 
aar etne reciproke Gleichung zweiten OradeB. 

Die Gleichung vierten Grades sei 
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80 entsteht nach Fortschaffnng der Nenner: 

4) (^+<?=l>?+,)V^(x+.)«+(x+.)(x.+ ^+.)=0. 

Diese Gleichnng nach x geordnet giebt 

5) x^ I ox« I (4(2«-h>)-H»*-«V I (2a>+(a-t')v)x ^ (2>+t,)«-tA« _^ 

Diese Gleichung ist mit der Gleichung Nr. 1) identisch, wenn 

6) 4(2*+«)+a«— <«-=46 

7) 2a*+(a — <«> «.2c 

8) (2f+r)«— tA« -4d. 



Aus 6) folgt: 



oder wenn man 



2s+v = —^ 



41, — a* = A setzt: 



9) 2s+v 



t^+A 



Aus Nr. 9) und 7) ergiebt sich 

ot^+aA^Sc 



V = 



4^« 



oder wenn 



aA — Sc •« B gesetzt wird, 

at*+B 



10) V 



At^ ' 



Setzt man die Werte ron 2»+» und v aus Nr. 9) und 10) in Nr. 8) 
ein, so ergiebt sich 

11) (e«+i4)«<« — {a««-fB)*=64A« 
oder geordnet: 

12) <«+{2^ — a«)t*-f(^«— 2flB — 64d)<«— B«-0. 
Aus welcher Gleichung i* bestimmt werden kann. 
Aus Nr. 2) und 3) hat man: 






2 



!+ 



(ö— l>r 



— 2 " ^^ 



+ « — ö 1 ö oder 




428 Miscellen. 

13) a:«+^-^ — =±2 2 — Hieraus 

14) r - j(— (aT«)± V±8r«-B(2«4.t;) + (aT0*). 
Führt man für v und 2«+» die früher gefundenen Werte ein 

15) x^i{^ (aT t) ± ^/ ^<^'+-^) _ 2(t^+A)+(aTt)') 
oder nach einer einfachen Umformung: 

Ist 

so wird 

««— 12<*+432««— 1600-=0; «»«4. 

Die Worte von x werden 

2i:V3 und l±«y2. 

Für den Fall, dass die Gleichung vierten Grades eine redncirte l^t, 

also o == wird, orgiebt sich, wenn man in der Resolvente <* = 4z* 

setzt, 

16) »6_|.2Äa* + (Ä«— 4<f)a»— c««0 und 

Die Gleichungen Nr. 16) und 17) sind dieselben wie bei der Am- 
pörc'schen Formel. 

Ich füge noch einige Bemerkungen über die Zerlegung der Glei- 
chung vierten Grades in Factoren zweiten Grades bei. 

Wenn 

x^-\-ax^'\'bx*'\-cX'\-d = {x^'{-ux'^p){x*'\-vx'\'q) 
ist, so muss: 

18) u + v == a 
qu-\-pv =■ e 

UV = b — (p + 5) und p.q = d sein. 

Damit die Gleichungen in Nr. 18) zusammen bestehen können, mass 
die Determinante: 

I ap^c^ (p — q)^ 



19) 1 • r 

Ip + q—b, aq — c 



= 



sein, alsdann ist 
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Setzt man in 

«*— 6a!8+12a;»— 14a? + 3 = 0, da rf = 3.1 
p = 3 und 2 = 1, 

80 ergiebt sich 

— 4 4 

— 8, 8 "' 
also 

«*— 6a;»+12a;« — 14a;4-3 =• (««— 2aj + 3)(aj«— 4aj+l). 

Ist die Gleichung vierten Grades reducirt, also a « 0, so hat man 
nach Nr. 18) und 19) zur Bestimmung von p und q die folgenden 
Gleichungen: 

21) (p — g)*(i>+2 — h) « c* und p.q ^ d oder 

Setzt man p-f-^ » 2 und beachtet, dass pq ~ c^, so erhält man: 

22) (»«— 4d)(« — Ä) = c« 

oder geordnet: 

23) z^—bz^—Adz+Ud^c^ ^ 0. 

Man hat alsdann 

24) ^J^hx^^cx+d^(x^^^^x^^l^x^+^^ 

Ist a nicht gleich Null, so hat man wegen 

{ap — c)(aq — c) = a*^ — ac«+c* 
die Resolvente 

oder geordnet 

Kiel, den 15. Nov. 1879. 

Ligowski. 



3. 
LSsung einer Glasse von Aufgaben der BphSrik. 

Es seien a, h^ c die drei Seiten und «, j?, y die entsprechend 
gegenüberliegenden Winkel eines sphärischen Dreiecks, in welchem 
gegeben sind 
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ander gleich, und folglich ist Ä^€t»Fjt-i,« gleich der Summe der Va- 
riationen X:ter Classe, welche in enthalten. Da Fjk.« hingegen die 
Summe der Variationen Arter Classe repräsentirt, welche das Element 
e«» nicht enthalten; so ist die Richtigkeit von (2) klar. 



Aus (2) folj 


!t 




K»,, = ri -ifct«Ft_i,„ 




Vt_,,« = Ki_i-(*-l)t„F»_g.„ 




V»-8.« = Fi-» — (* - 2) f« F»_3,» 




• •• ••■•*• 



Vermöge dieser Relationen geht (1) über in 

Fä+1 — VuStu—k Vi^iZtn^+le{k—l) F*-2^f*i'— iK^— l)(fc— 2) Vi^EbJ^ 
+ ... +(— l)*Ä:(ib— 1) ... 2.12;€«*+1 (3) 

IL Betrachten wir jetzt fj, «j ... «h als Wurzeln der Gleichung 

Da Fr » r I Cr, so hat man als Consequenz von Relation (3) 

Schreiben wir nun nach einander 0, 1, 2 ... ib — 1 an die Stelle 
von k^ so erhalten wir, wenn zur Abkürzung Z^n^ =» St gesetzt wird 



oder 



folglich 



Cx--£i 








2^2 «=* Cj £i "— ^2 




3C3 = Cg^i 
• • • • 
kCk = Ck-u 


-«?i-s,+-s. 




E, — ft-al^jH-Ci-s-S^s— • 


. -j-(-i)*-«2:» 


2,-C, 




*^2 =s Cj^i ~~" ^Cj 




2?, = C,-S,- 

• • • . 

2?» = C^Zk- 


-Cj^i+SC» 




1 — CjÄ-a+CjlJt-s— .. 


.4-(— i)*-»jtci 




Ci 1 








2C, C, 1 






£k = 


•'^ C^ Cj 1 








kCk a-1 a-i Ck-a . 
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Ol 





^1 


1 














1 






2 





3 




, 




• •• 


• • • 


• • « 


-2 


* • • ■ 

•2i_8 . 


J. 


Farkas. 



5. 

Mittlerer Terticaler Druek des symmetrischen 
Pendels auf seine Axe. 

Ich betrachte hier als symmetrisch ein jedes Pendel, dessen 
sämmtliche, zur Axe senkrechte Schichten ihre Schwerpunkte in 
einer und derselben Ebene der Axe haben. 

I. Ist Q der Abstand des Schwingnngspunktes von der Axe, und 
bekommt das ruhende Pendel eine momentane horizontale Winkel- 
geschwindigkeit w^ so ist die Anfangsgeschwindigkeit des Schwingungs- 

punktes ^r. Setzen ¥dr pw = V2flw, wo a die Acceleration bedeuten 
möge, so hat das Pendel dann bei einem Ausschlagswinkel 9 die 
Winkelgeschwindigkeit 

1;= -y2a{« — p(l— cosg))}« 

Ist m die Masse einer unendlich dünnen, zur Axe senkrechten 
Scheibe und r der Abstand des Schwerpunktes derselben von*der Axe, 
80 ist 

f = mrv^ 

die Fliehkraft derselben, deren Richtung mit der Geraden zusammen- 
fällt, welche vom Schwerpunkte auf der Axe senkrecht steht. Die 
verticale Componente dieser Kraft und des Gewichtes der Scheibe 
sind fCQ^fp und macosV; folglich ist der verticale Druck der Scheibe 
bei dem Ausschlagswinkel 9 



^ amr ( . « *- P 
2 — (cos (pH ^ 



I cos cp -j- 71kl cos V' 



Der verticale Druck des ganzen Pendels ist also 

a£mr l . s — q^ 



= 2 



9 



(cos qp H j COS qp + PCOS Vi 



28* 





wo P Dffeobar das Gewicht des ganzen Pen 
AbBtand des Scbwerponktes des ganzen Pei 

a£mr = dP. Schreiben wir noch zur Abli 
dann haben wir 

q « 2P - (conp^-n)cos'p-\- 

Die Dauer dieses Drockes ist 



-=H-* 



VcOBV+ 

Der mittlere verticale Druck Q während de 
ist, nm zn dem Anaschlagswinkel 7 zn gele 



folglich haben wir 



\f,.: 



Q — ~7 y ~ J cos pVcoa ip-i-udip+ - 

Diea darf aach so geschrieben werden 

r 
Pa / ' 3 C03 V + 2m COB y ~ 1 



p(e- 



wovon man sich wohl sehr leicht aberzenge 
3cOBV + 2uCOBqD — 1 






Vcosv+M 



*) B^ Ol ■)' ■'» Falle 0=0 ille vertica]« 
coniMnt P iit. 
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(2) 

Q « PH- — 1/ -- am g> Vcös^+t* ^h==^ I , . dtp 

* t ¥ aQ ^^ "^^ tV2^ ^J Vcosip+u ^ 

II. Untersachen wir jetzt die zwei besonderen Fälle, wenn näm- 
lich « <C ^9 « Z> 1^9 wo im ersten Falle das Pendel rahig hin and 
her schwingt, im zweiten aber dasselbe beständig im Kreise heram- 
Iftuft. 

1. Gesetzt 9<Cq and zwar « = ^(1— cosa), so hat man 

u — » ' =z — - cos«, and far eine halbe Schwingong erhalten wir 

9 

a 

^ « p — <J P sin*© 

ty2aQj ycosg»— cosa 

Schreibt man sin^- -» sinÄsinif;, so kommt 



2 



Qi - F—4kP^y=: sin»^ y sin«* j/i _. ßin^ sinV dt^f 



(3) 



oder 
Qi«P-2p(l-j)sin^X 

^•^ • «? l/^\^ • 4? ^(l^y^ • «? 1/1.3.5X^.9 . gtt 
1— ^sm 2— 2V2y 4.6^'^ 2"^\2.4J Q.S^^^ 2 4\2.^.6j 8.10^"^ 2"" ' ' 

Ans (3) liest man anmittelbar den Satz: 

Der mittlere verticale Drack des rahig hin and her 
schwingenden physischen Pendels ist während einer 
halben Schwingang kleiner als sein Qewicht. 

Wenn 9 -= <r, dann wird Q^ -» P, das ist: 

Der mittlere verticale Drack des rahig hin and her 
schwingenden mathematischen Pendels ist während 
einer halben Schwingang gleich dem Gewichte des- 
selben. 

2. Ist # >> f 9, dann findet man fttr einen halben Umlauf sehr 
Idcht 
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2 



2 

Q, = P-8P'-^ f^^^a» (4) 



oder 



/ l.a.(2n-l) \ » 2(2ii+l) ( Q \- , 
V 1.2..II ^ (it+1) (n+2)V2#; "^ 



\2.3.4J V2»/ ■*" "^ 



Der mittlere verticale Druck des herumlaufenden 

( physischen ,> , , . . , . • ».^ 

i *u 4- u Pendels ist während eines halben 
( mathematischen 



kleiner, als 

uas vrew ic 
9S, Wie 

J. Parkas. 



Umlaufes \ *'*"""'"'' *"" (j^g Gewicht desselben. 

( eben so gross, wie 



6. 

Rechenseheiua für die Yerwandliin^ 
einer Quadratwurzel in einen Kettenbrueh. 

Die Verwandlung der yx> in einen Kettenbrueh beruht der 
Hauptsache nach bekanntlich darauf, dass der Radicand X) in der 
Form 

dargestellt werden kann. Es ist nämlich nur nötig: 

2an~i = dnK-\-rn 

O« = an—\ — Tn 

^Hfi = 3«-i+^rn 
einzusetzen. Zugleich gelten dann auch die Formeln: 

2a» « 3„ÄrM — r„ und a^-i-^-On ^dnhn* 

Für n « 1 sei oo die grösste in ^ D = Vö^M-^ö^ enthalteae 
ganze Zahl oq = [y/>] nnd d^ sei immer = 1. 



sich somit die Eutwickelong einer Quadratworzol 
n Eettenbracb, wenu man für die Elemente k 
n den BrUchon enthaltenen Zahlen vrfthlt, alio 



:n poslUver echter Bruch, so wird *■+!>■ 0; 
litive Grössen und letztere ^«o. so gilt dai- 

ind Oh. 

an-l <duK 

reil op >> t ; oq ist nämlich entweder >' da und 
> a^, dann aber iit ki, notwendig — 1 and nan 

il schon oa-i ^ o« Toraosgesetzt war. Au der 

^nk* ergiebt sich a„{— 9.«^— (%-i) als positive 

:>0, mnu ann aach ^^i positiTS^ /olgHcb 

«■ <<%• 

I ist noch ZD bemerten, dasa es ^ 2a^, aber 
ein moss, denn aas (i«-f'%»f> '^ "n *Af^ 
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2<Ih = Önfei — Vn 

and das stets positive 
also 

da ibn zum Mindestens = 1 ist, folglich masste nm so mehr 

sein, was nicht statt hat. 

Ans diesen Relationen lässt sich ein neues Bechenschema fOr die 
Entwickelang einer Worzelgrösse in einen Eettenbmch aaüstellen, 
welches namentlich bei grösseren Radicanden bequem ist, indem die 
Erhebung der Qrdssen a aufs Quadrat hier unnötig wird. 



VZ>- W+^oSi-oo 



Schema. 



8i 



2ao 



2ax 



^; 3, 



2a, 



1^ etc. 



n »"t »'s 

% = 1, 8« = 3o+»'Ai 8s = 8i+r,*^ 

y Z> « («0, A:i, *,, ^y, . . . 2ao . . .) 

Jedoch ist zu beachten, dass die Quotienten k^^ k^ 

[%]• fö] - "»^"" [=^-^]' H^] - -^ •"• " 

Null oder negativ werden; andernfalls erhielte man einen unregel- 
mässigen Eettenbruch. 

Die Divisionen sind so lange fortzusetzen, bis ein Best « 
wird, dann hat man entweder die halbe oder die ganze Periode-, im 
letzteren Fall erkennt man den Abschluss der halben Periode daran, 
dass zwei auf einander folgende Divisoren 8n und 8n+i einander gleich 
werden. 



nicht 



nie 



Aus den Gleichungen, welche das angegebene Schema reprftsen- 



tiren: 



8x 

8, 

8s 
84 
85 



rjc^ + di 
»"8*3 + 8, 
»•4*4 + 83 



2ao « ^A+^i 

2a, = 81*^ — ri « 8,Ä^-t-'*« 
2ä, « 8,Ä^— r, = B^k^'\-r^ 
2a8 = 83*8 — r5 = dfk^+r^ 

2^4 = ^ih-^U •=• hh'^'^b 
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folgt nämlich, dass die Divisoren d and die Reste r sich in umge- 
kehrter Reihenfolge wiederholen (letztere jedoch mit entgegengesetzten 
Zeichen). 

1) sobald irgend ein r = wird 

etwa rs = 0, so 84 « 3, und falls h^ = h^ gewählt wird 

also r4 = — r,, dann aber 

85 =» — »"«^H-Ss = 3i etc. 

2) sobald zwei auf einander folgende Divisoren 
gleich sind 

etwa 3a « 84. Nun folgt, falls k^ = k^ gewählt wird, aus 

203 — 83*3 — rj = 83A?j+r4 

fttr r^ der Wert — rs, also 

85 = — ^8*3+83 =» 8, etc. 

Beispiel 1) 21«(4)«+5, oq «- ^^ 81-=^, »o = 1 



V21= 4 
. 8 



1 

2 
4 



3 
3|6|2 



—2 





3 




1 


4 


6 
4 


1 5 


2 
5 




2 




—3 



4 

11818 



V2i » (4, 1, 1, 2, 1, 1, 8 . . .) 

Beispiel 2) 29 « (5)«+4, ao = 5, 
T/29= 5 

5^2 



81 = 4, 80=1 



3^ 



3 






2 




3 


6 
5 


1 


5 


4 
5 


1 i 


6 

8 


1 






— 1 




—2 



5 

mono 



1/29 « (5, 2, 1, 1, 2, 10 . . .) 

Dass die Elemente k in der andern Hälfte der Periode in der 
Tat wieder dieselben werden, nur in umgekehrter Reihenfolge, ergiebt 

sich aus dem Satze, dass die grösste in g — 



enthaltene Zahl = 



der grössten in 



enthaltenen ist. 
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Es sei 



r ao+gH-i l __ j^ 



dann ist ^ — genau « kn^ also muss 



H^\>^ 



es kann aber nicht > k sein, da wie oben gezeigt, a^ — on^i < d» 
ist Mithin ist auch 



[ 8h J^'^^L dn J 



In der Theorie der redncirten Formen von positiver Determi- 
nante D (vgl. Dirichlet Zahlentheorie § 78) beruht das Verfahren 
benachbarte rcducirte Formen zn finden darauf, dass der mittlere 
Cocfficiont ow einer der Form: {±8»i-i, a«-.i, T^it} benachbarten 
Form so zu bestimmen gesucht wird, dass on = OM-imod.di» und 
Oo—Bh < ow < Oo + l ist; 

8«+i wird dann =» — ^ — ^• 

Oh 

Hier ist nun sowohl 
als auch 

3h+1 = 8ii-l + r«Äfw 

durch Einführung der Grösse tm bereits bestimmt, also erscheint 
jener Algorithmus vereinfacht. 

Wie sich aus vorstehendem Schema die Periodicität und Sym- 
metrie der Teilnenner k ohne weiteres erkennen Hess, so können 
auch andre hieher gehörige Sätze mit Hilfe dieser Relationen be- 
wiesen werden, z. B. der Satz, dass p^ — q^D=±d wird, wenn 

t * »^.™p«« de. S^^. va 

Beweis mittelst Schluss von n auf n-{-l. 
Es gelte: 

und 

[ooÄ:, ... kn-iy—lk^ ... kn-l^D « (- 1)"8»m 

Multiplicirt man die letzte Gleichung mit kn^ und addirt: 
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und ausserdem das 2itii fache von £', worin 

= fe.-l (- D— 1 an-4 + (— 1)«-2 an-2 
- (-1)— Ioh-I 

ist, so erhält man links: 
und rechts : 

(- 1KM8h-1 ~ *n*an+ 2ifcn On-l } 

das ist: 

Denkt man sich die Divisionen des Schema fdr 2ao auf einander 
folgende Radicanden ausgeführt, so wird man die Frage nach den- 
jenigen Radicanden, für die eine besonders kurze Periode eintritt, 
leicht beantworten können, doch kann dies auch aus der Relation 

gefolgert werden, welche gelten muss, wenn 

VI> = VV4^- («0, h, h ... ^ 2ao ...) 
eine Periode von n-|-l Elementen haben soll; 

Königsberg, den 4. November 1879. 

Hermes. 



7. 

Heber 4m Cksets der SiuleuveijiBgmBg. 

SchOleraufgabe. 

(Fig, 1.) AB sei die Axe einer Säule, ABCD ihr halber Längen- 
durchschnitt Dann gelten nach Yignola für die einzelneu Strecken 
dies^ Figur die Werte: 

irc« 18, iiö — 295-5 

DA — 15, Äö = 98*5 = \AB 
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(nach einer beliebigen Einheit gemessen). 

Die Corve CD ist nach folgendem Qesetze gebildet: 

Die Geraden DF und CE treffen sich nahezu in einem Punkte 
O der in G auf AB errichteten Senkrechten. 

Ein beliebiger Strahl des Strahlenbüschels vom Mittelpunkte 
trefife die Axe AB in X, Man verl&ngere OX am 

XX' ^EC^ FD= l^. 

Es ist dann X' ein Punkt der Begrenzungscnnre CD. 

Da nun DF und CE die im ersten Drittel G der S&nlenaxe auf 
derselben errichteten Normalen nicht in zwei zusammen fiiülenden 
Punkten O, sondern in zwei getrennten (DF in O^, CE m 0^ 
treffen: kann die Aufgabe vorgelegt werden, die Coincidenz der Punkte 
O^ und Og herzustellen, indem von einem der gegebenen Yerhältniss- 
werte Umgang genonmien werde. 

Es werde zunächst gefordert, dass statt DA » 15 ein solcher 
Wert gewählt werde, fär welchen DF und CE sich in einem Punkte 
O der im ersten Drittel G der Axe errichteten Normalen treffen. 

Man erhält aus dem rechtwinkligen Dreiecke CBE 

BE = y 191«— 18« = 70553368 
Femer ist: 

GOiGE^ BCiBE 
Die Bechnung gibt: 

ffO=- 233-2991 

Nachdem nun GO bestimmt ist, würde sich DA aus den beiden 

Dreiecken DAF und OGF mittelst einer biquadratischen Gleichung 

finden lassen. Mit Anwendung der regula falsi gelangt man zu dem 

Werte: 

i>^ — 15 1489. 

In der Praxis empfiehlt sich femer unter Beibehaltung des Wertes 
DA » 15 eine Verschiebung der Normalen GOj so dass die Maxi- 
malschwellung der Säule nicht genau im ersten Drittel ihrer Höbe 
sich z^igt 

(Fig. 2.) Wir erhalten dann den Punkt O, wenn wir, die Wate 

DA =- 15, DF^ CE= 19J 
JBC— 18, ^^-.295-5 
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vorausgesetzt, DF and CE bis zu ihrem Schnittpunkt O verlängern. 
Setzen wir dann: 

BE = tt, OE = y, 
AF=^v, FG-^z, OQ^x 

O liegt anf der Axe AB und ist der Fusspunkt des von O auf die 
Axe gefällten Lotes, liegt also nicht mehr im ersten Drittel der 
Säulenaxe. Wir haben dann: 

u^ 7 0553368 
«-12 1974496 
y-f« — 276-2472136 



Femer ist: 






a; 15 a? 18 
z V y u 


Die Elimination 


von 


X 


gibt: 

5fM =» 6vy 



d. i. 

731846978y = 35-2766840« 

Wir haben also zwei Qleichungen zur Bestimmung von y und z. Ihre 

Auflösung gibt: 

y— 89-84844 

» - 186-39877 

«j = 229 • 2267 

Es wird also: 

^Gt-^tt+y — 96-9038. 



Wien, December 1879. 



Emil Hain. 



8. 

Ueber den Sehwerpunkt des Yiereeks. 

Aus den von Herrn Ndggerath über diesen (Gegenstand im vorigen 
Hefte des Archivs pag. 218. ff. mitgeteilten Resultaten Iftsst sich eine 
interessante Folgerung ziehen. 

Bezeichnet man nämlich die Coordinaten der vier Eckpunkte des 
Vierecks durch x^^ y^; x^, y^; xj, y^\ x^^ y^^ die des Durchschnitts- 
pwiktes der Oenulen, welche die Bfittdpunkte gegenfiberii^ender 
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Seiten des Vierecks verbinden, mit ^y, t)«; nnd endlich die des Schwer- 
punktes mit I3, ^, so hat man die vier Gleichungen: 

welche sich in folgende zwei zusammenziehen lassen: 

^« — gl „„^ H ^9»-^9i 
Ss -" — 3 — »nd ^8 « — ^ — » 

oder anders geschrieben: 

3(& — &) -= J« — li nnd 8(^3 - 9») « 9« - 9i, 

woraus sich ergibt, dass in jedem Viereck der Durchschnitts- 
punkt der Diagonalen, der Durchschnittspunkt der Ge- 
radon, welche die Mittelpunkte gegenüberliegender 
Seiten verbinden undder Schwerpunkt in einer geraden 
Linie liegen, und zwar so, dass die Entfernung des er- 
sten und dritten Punktes durch den zweiten im Ver- 
hältniss von 3 zu 1 geteilt wird. 

Bensheim, August 1880. 

Dr. Stell. 



9. 

Die Anzahl Sn der innerhalb eines nEeks fallenden 
Schnittpunkte seiner Diagonalen. 

Auflösung. 

/n\ _ n(fi-l)(n-2)(n -3) 

^""W" 1X2X3X4 
Beweis. 

Die Anzahl der Schnittpunkte sei für das (n — 1) Eck iS« . 1. Be- 
rehnen wir die Anzahl der für das nEck zu dieser Zahl neu hinzu- 
kommenden Schnittpunkte 

X «- Sn — Sn—l. 

Ist ABCDEF ein (n — l)Eck, N das nte hinzugekommene Eck, 
so sei NC die erste von iV ausgehende Diagonale. Diese wird von 
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allen von d ausgehenden Diagonalen, also mit 1 X (w — 3) Schnittpunk- 
ten durchschnitten. 

Die zweite Diagonale NB wird von Diagonalen aus C und D 
durchschnitten. Es fallen aber nur yn — 4 Schnittpunkte in die Fläche 
des nEcks {NC und Bd) kommen in Abrechnung. Also 2(n — 4) 
Schnittpunkte. 

Die dritte Diagonale NA gibt auf dieselbe Weise 3(n — 5) 
Schnittpunkte. 

Und die letzte Diagonale gibt (n— 3)X1 Schnittpunkte. Da- 
her ist 

X -lX(n — 3) + 2(n — 4) + 3(n — 5)-f...(n — 3)X1 
Nun ist aber 

l(n— l)+2(n— 2)+3(n— 3)+...+(n— 2)X2+(w— l)Xl-fn(n-n) 

^ y^f 1^ T 2 ^'(^+1) n(n+l)(2n+ l) 
= nX2:(n-l)-2;n2=— ^ 1X2X3""" 

_ n(r»+l)(n~ l) /n+l\ 

~ 1x2x3 ^\ 3 ; 

So ist 

lX«+2(n-l)+...+fiXl = ('*^^) 

eine Formel, die man auch aus der Tabelle aller Combinationen von 
(n-(-2) Elementen zur dritten Classe ablesen kann. 

Und 



(1') 



Daraus folgt 

-=("i')+("7V("r)+-a) 

Da aber 

(:)-(r;)+a)+(rD+-t!). 

eine Formel, die man ebenüalls aus einer Tabelle aller Combinationen 
von n Elementen zur mten Classe ablesen, oder aus der Formel 

ableiten kaSb, so ist 

Asdiaffenburg. 

F, Englert, GymnasialabitiirieDt 
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10. 
Neuer Beweis. 

Wenn fttr alle Werte der veränderlichen Grösse q> die Gleichung 

ao-j"«iSin97 + a2 8in2g[>4~ ••• ««sinnqp = 
stattfindet, dann ist jeder einzelne Coefficient a gleich Null. 

Setzt man 9 » in oben stehende Gleichung, dann findet man 
sogleich oq =^ 0. Für alle Werte von q> gilt also auch 

Sei nun 

Dann ist 

sin pg>i(ai sin g>i -j- oj sin 2<pi -j- . . . ön sin n<pi)(g)^ — gp^) = 

8injp^2(a|Sing?2+a2Sin2g)2+ ... anS\nn(p^)(q>^ — cp^) =* 

8lnjpg>»-i(a,8in<pm-i+ajsin2g)m-i+ ... onSinng^m-OC^— g>«-i) -«0 
Addirt man diese Gleichungen, so giebt der Grenzwert für unendlich 
zunehmendes m und unendlich abnehmende Differenzen <p^ — g>i^ 

98 — 9«) • • • ^ — ffm—i : 
n 

I (ai8in(p-|-a28in2g)+ ... a»sin«<)t>)8inp(prf9 « 
woraus folgt, wenn p eine ganze Zahl << oder » n ist: 

n 

op I sin^qp €^9 « oder 

Op . 0-= Ol woraus 

Op — 0. 

Ebenso lässt sich beweisen, dass wenn für alle Werte der veränder- 
lichen Grösse q> die Gleichung 

aQ-\'a^C0%(p'\'afQO%2(p-\'\amCO^nq> —0 

Stattfindet, jeder einzelne Coeffifcient gleich Null ist. 
Dann findet man auf gleiche Weise 

n 
(<'o+^^89 + ajCOs29-(- ... aMC08n9))c0S|}9<l9> « 

woraus folgt 

n 

Op I Q.o%^pq>dq> = oder op = 0. 
Utrecht, 2. October 1880. Dr. W. Kapteyn. 
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Litterarischer Bericht 

CCLVII. 



Geschichte der Mathematik und Physik. 

Stifels arithmctica intet'ra. Ein Beitrag zur Gescbiclte der 
Arithmetik des 16. Jahrhuaderts. Vod JuI. Gieaing, Oberlehrer 
an der Kjiniglicbcn Realschule zu Döbeln. Döbeln 1ST9. C. Schmidt 



Das Wort „intogra" sagt, dass gegenüber den zahllosen Rechen- 
bQcbern seiner Zeit Stifels Werk als erstee die BeBtimmuDg hatte, 
die gesammto Arithmetik vollständig zu umrassen. Der ntlbem Ans- 
Icnnft über dasselbe geht voraus eiue Reihe gesammelter biographi- 
scher Notizen, welche allein vorliegen, um daraus Bruchstücke von 
Stifels Lebensgeachicbte zu cutuehnicu. Er ward 1486 d. 19. April 
in Esslingen geboren. In seinem, der schrittstclleriscben Täligkcit 
vorausgehenden, wecbselvollcn Leben als Pfarrer mit wiederholten 
Unterbrechungen erweckt besonders sein freundschaftliches Verhält- 
niss zu Luther Interesse. Aufaugs ergab er sich sehr dem Hange 
ans Wort- und BnchstabenzähluDg in SprUchcu zu weissagen, verwarf 
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erst, dass sie die Zahlen in rationale (numeri veri) und irrationale 
(ficti) einteilt, erstere wieder in abstracti und denominati. Ueber die 
Methode wird mitgeteilt, dass algebraische Aufgaben dadurch zur 
Lösung gelangen, dass man durch regelmässiges Probiren das Gesets 
der Variation einer resultirenden Zahl findet, welche eine gegebene 
sein soll, von derselben aber anfangs differirt (regula falsi), also 
wesentlich verschieden von einem Durchprobiren bis zum ZutreffciL 
Es werden nun ausführlicher durchgegangen 1) die arithmetische, 2) 
die geometrische Proportion, 3) die Wurzelausziebung, 4) das Ver- 
hältniss, 5) die astronomische, 6) die musikalische Progression. D^ 
vollständige Titel des Werkes ist: Arithmetica Integra, Authore 
Michaele Stifelio , Cum praefatione Philipp! Melanchthonis. Norim- 
bergae apud Job. Petrejum. Anno Christi M. D. XLIIII. Cum gratia 
et privilegio Caesareo atque Regio ad Sexennium. H. 



Zur Geschichte der Theorie der elliptischen Transcendentcn in 
den Jahren 1826—29. Von Leo Königsberger. Leipzig 1879, 
B. G. Teubner. 104 S. 

Die Wahl dieses kleinen Zeitraums ist dem Verfasser einerseit« 
durch das 50 jährige Jubiläum der fundamenta nova theoriae functiO' 
num ellipticarum an die Hand gegeben, andrerseits fand er in dem- 
selben die wichtige Epoche der Entwickelung der Theorie, wo sich 
der Uebergang von der durch Legendre zur Reife gebrachten ersten 
Gestaltung zu der neuen Auffassung durch Jacobi und Abel vollzog. 
Es war offenbar nicht möglich die Erscheinungen aus diesen 4 Jahr^ 
zu beleuchten ohne auf die vorausgehende Geschichte Rückblicke zn 
tun. So wird denn die ganze schöpferische Tätigkeit Legendre's ein- 
gehend charakterisirt, und als wesentlich unterscheidend gegenüber 
den Arbeiten der Vorgänger aufgestellt, dass durch ihn zuerst die 
elliptischen Integrale um ihrer selbst willen untersucht, als besondere 
Functionen definirt, ihre nicht weiter zu reducirenden Gattungen er- 
mittelt, und ihre Eigenschaften studirt werden, während es sich vor- 
her nur um Relationen zwischen Curvenbogen u. s. w. handelte, zu 
deren Berechnung sie dienten. Der Verfasser lässt den Umfang der 
lange Zeit von ihm allein ans Licht gezogene Eigenschaften über- 
blicken, welcher sich bis zur Behandlung des Multiplications- und 
Divisionsproblems erstreckt. Das Bedeutendste, was Legendre gelöst 
vorfand, war das von Euler entdeckte Additionstheorem. Die ent- 
schieden elegantere I^ösung von Lagrange, die indes Legendre nicht 
adoptirte, wird hier nur ganz beiläufig erwähnt. Der Zeitfolge nach 
sollten nun die Arbeiten von Gauss besprochen werden; derVerfassff 
zieht es jedoch vor, nachdem er die längst vorausgegangene Ent- 
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deckong der doppelten Periodicität durch ihn constatirt hat, erst tod 
Abel und Jacobi zu handeln. Es folgt nun die denkwürdige, in der 
(Teschichte der Wissenschaften einzig dastehende Zeit, wo nnter dem 
wetteifernden Zusammenwirken dieser zwei Männer eine grosse Eot* 
deckuog nach der andern ans Licht kam, und die Theorie in kurzem 
zu einer Vollendung geführt ward, wie sie durch den Zuwachs in 
den nft^sten 50 Jahren nicht wesentlich grösser werden konnte; 
w&brend als Dritter, Legendre, in beständigem Verkehr mit ihnen, 
ein tätiger Teilnehmer blieb. Von einem Verkehr mit Gauss ist nicht 
die Rede. Die Behandlungsweise deutet darauf, dass die Schrift ab 
eine im Detail begründete Schilderung aufzufassen ist, dazu bestimmt 
dem licser eine lebendige Vorstellung you den Vorgängen zu geben 
and namentlich die Beziehungen zwischen den Personen zu cbarak- 
terisiren. Jede einzelne Darstellung wird mit der Mitteilung einer 
Stelle aas einem Briefe yerbunden, in welcher sich dieselben gegen- 
seitig über ihre Arbeiten aussprechen. Der Verüasser findet zwischen 
beiden den Unterschied , dass Abel seine Untersuchsng aof die ror- 
iiegenden Integrale concentrirte, Jacobi hingegen allgemetne Eigen- 
schaften der Functionen im Auge hatte. Die gegenseitige Mitteilong 
soll sich mit der Zeit mehr und mehr gemindert haben, Zorn Scbluss 
werden die gleichzeitigen Resultate der ÜBtersnchungen von Gaoss 
vorgefahrt, (tie wol als ganz selbständige anzusehen sind H. 



BuBetino di bibBografia e di sloria ddle ncumzc mnUfmaikbB *t 
fisiehe pvbbücato da B. Boncompagni. Tomo XIL K/>ma M<J^, 
Tipografia deOe scieaze matematiebe e hMtcha, 

Der Inhalt der erstes 6 Hefte iftt folgC'od^. 

1. bis 4. Heft Antonio Fataro; L'd/^ das Ij^^h^ nnA 6Ut 
Werke tob ProsdcKimo de* B y^ßtnsui^L l'M4tuit'tht:\t*fU$ HMÜutMUkk^fr 
des 15. JahrlnindeTti. 

5. Heft. P. Eiceardi; \r«^ MAVTbii'r» y.ttr h^^Ul^Ui^ 4^ 
matheaalisckeB Fa/.4^ut d^ aiie» f;Ki>^e:ta IUjU/kum 0««laf 

EnestrOm: Xotiz Ub*^ n>, ijjrf*i^ymr>-ni J^'Äauh J iWrm/tslU*^, 
T. Zebrawski: L-'-^^'r W'^>? ii. f>^/'-f 4^ !*'A^ rou ti*^ru Ms** 
Diiliaa Cmriz^ fe'>^ c^ S*ar» ,',-tt^jf ->-« h^K^iA ^*A uUt 4>nt SnJ^ß^-f 
land WitrioV — h%*tt V*./ 0;/>;v; y^f*^^ K*/*^ ^^ ,khtt^n 

dettricm 6tl> stvi»*:- « va,ju>iy-'^sj^ ^/.^^Ji^a, uM*/m *>*> '^ VfU ftj' 
naido Ferr'1%'^ >**^;- lik.,4ui*'i. K** 3-^/>. r,/>i M^^i 




UDd Conimentaren, in 3 Bänden. 
Deutscben ios Italicniache Ubersei 

6. Heft. SteiiiBcbucider: 
riis] und Johanocs Siculns. — ] 
BeFDardino Bald! goEchriebcnen, i 
beschreibungon dreier Mathemati 
Lioeriis und Fra Luca Pacioli <: 
die 3 Leben abcschreib D Dgen , dan 
Betreff der letzten. 

PublicatioDsverzpicbnisse im 

Im 254. litt. Her. ist der W 
mitgeteilt, von dciieu der Fürst II 
aiistoltot hat, nebst nfihcrn Ang 
ersten. Uebcr den dritten , an Ci 
den Atti dclla Reale Accad. delie 
selben Autor jetzt Folgendes gesi 

„Cantcrzaui ward gcbureu ii 
starb ebenda den lU. März 1B19. 
Mathematik an dieser UuivcrsilÄt 
Fraucesco Maria Zauotti als Soci 
1789 auf den Ruf des StaatS'Sc( 
nach Rom, um über die beabsic 
von St Peter sein Gulaebton zn 
dent«n einer Sectiou des Istituto 
in Bologna hatte. Aach ward er 
genommen, und in deren Abhandl 
p. 141—171 las man die Lobessc 
dinando Landi, auf welche ein A 
gedruckten Werke Cautcrzani's fol| 
wir einige Schediasmi ad uso dcl 
Schrift Sul principio dcllc veloc 
eines grossen Teils der analytis 
Bandglossen versehen, u. s. w. (p 

Es ist zu bemerken, dass iu 
wählung Lagraugo's zum Mitglic 
wttbnt findet. Im 6. Band der C<: 
getragen vom Sccrotär Canterzani 
als Mitglied der Akademie bezeicl 
der kleinsten Wirkung nach Maui 
OS in einigen Beziehungen der gl 
bewiesen bat, „denique in pV 
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Gcom<;traruin priiiccps nunc habetur, Ludovicua Lagrangins." Vorher 
wird im 1. Baude der Comm. (Bol. 1731. p. 18) BystcmatiscL fest- 
gesetzt, diu Namen der aggregati all' Accademia wegzulassen." (Es 
folgt dio Stelle). 

Anfa ucue hat der Fürst Boncompagni eiu Facsimile oinea Briefes 
herstellen lassen. Der Wortlaut folgt hicrnächst. H. 



Lettern iaedita di Carlo Pedorico Gauas a Sofia Gormaiu, pub- 
bljcala da B. Boucompagni. Firenzo 1679. Calcogralia c auto- 
grafia Acbilte Paria. 

Votre lettre du 20 Fevrier, maia qni ne m'cst parvounc que le 

12 Mars, a 6t6 pour moi la source d'autant de plaiair que de sur- 

pdse. Combion racqniaition d'uue amiti6 aussi flateuse et prgcieuso 

cst-elle douce k mon coeur; l'ioteret vif, que Vous avez pris it. mon 

sort pendaiit cctte guerre fuoeste merite la plus aiuc^re reconnala- 

aance. Assurement, Votre lettre au General Pernety m'edt i\A fort 

utile, si j'avais iik dans le cas d'avoir rciM)urs k nue protection spä- 

cielle de la part da gonvcntemont fran^ois. Heurenacmeut Ics ^vene- 

mena et les suites de la guerre ne ra'ont paa touchö de trop jusqu' 

ici, bicnquc je suis perauad^, qu' elles auront udq grande influenco 

aar le plau de ma vie. Mais commeut Vous d^crire mon admiration 

et mon ätonnement, en voyaut se metamorpboser mon correapondant 

eatiin^ Mr. Leblanc en cot illnatre peraennagc, qui donne un exemplo 

anssi brillant de ce quo j' anrois i)eine de croire. Le goAt pour les 

Sciences abstractes en g^n^ral et snrtout pour les mystöres des nom- 

bres eat fort rare: on ne s'en ^tonne pas, les cbarmes enchantenx 

de cette sublime scieuco ne se däc^lent dana toute leur beaut^ qu' ä 

cem qni ont le conrage de l'approfondir. Mais lorsqu' uno pcraonno 

de ce aeie, qui, par nos moeora et par nos pr^Jug^s doit rencontrer 

infiniment pina d'obatacles et de difücultäs, que lea hommes, b. ae 

äuaes, aait n^ansmoiaa franchir 

ont de plua cacbä, il faat sana 

rage, des tolens tout ik fait cx- 

Ea efFet nen nc pourroit me 

3t moins 6quivoque, que les at- 

limavie de tant de jouissances, 

dilectiou, dont Vous l'avez bo- 

I Vos lettrcs sont si richemont 

Je los ai 6tudi6e8 avec atten- 

[uelle Vous avoz p4n4tr4 toutes 
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les brancbes de rArithm^tiqne, et la sagacit6 avec laqnelle Yous avez 
sn g^n^raliser et perfectionner. JeVous prie d'envisager comme une 
preuve de oette attention, si j'ose ajonter une remarqae k nn en- 
droit de Votre derniöre lettre. II me serable, que la proposition ia- 
veree, savoir „si la somme des puissanccs n«™*^ de deux 
nombres quelconques est de la forme äA + w//*, la somme 
de ces nombres eux-memes sera de la mSme forme'^ est 
6nonc6e an peu trop g^n^ralement. Yoici nn exemple oü cette r^le 
est en d^fant: 

15114.8" = 8649 955 859 375 -f 8 589 934 592 = 
8658 345 793 967 = 1595 8262-f 11 .745 391* 

N6ans moins 15+8=23 ne pent se r^duire sous la forme ara;-|-llyy. 

n en est de memo de la proposition: si l'nn des factenrs de la 

formule yy-^nz» (n 6tant nn nombre premier) est de la 

forme (1, 0, n), Tautre appartient n6cessairement ä la 

mdme forme. Yotre d^monstration ne pronve qne ce, qn' ancnne 

autre forme ind6finie, que teile qui est äquivalente ä (1, 0, n), 

multipli^e par la forme (1, 0, w), ne peut donner le produit (1, 0, 

n), mais cette d^monstration ne s'^tend pas sur les nombres d^finis. 

Seit, pour le d^terminant — n, C une classe de formes, quelconqae 

mais ni äquivalente ä la principale, ni ä une autre classe anceps, 

seit D la classe rdsultante de la duplication de C (qui sera diff^rente 

de la principale), enfin seit D* la classe oppos6e k D. IL s'ensiüt, 

que de la composition de C'{'C-^D' r^sulte la classe principale. 

Ainsi si les deux nombres /, g peuvent §tre repr^sent^s par une forme 

de 4a classe C, et le nombre h par une forme de la classe ZX, le 

produit fgy^h peut se r6duire ä (1, 0, f>) ; mais il est facile quo fg 

ne se r6duit pas seulement k D ovl D\ mais aussi k (1, 0, n). Nons 

avons donc ici le cas, qu' un facteur/^, et le produit /^.A sont de 

la forme (1, 0, n), sans que pourtant Tautre facteur y appartienne 

n6cessairement. Au reste on voit facilement que le premier facteur 

doit 6tre composä, sans cela la proposition serait juste. Dans Tex- 

15"4-8" 
emple ci dessus le facteur sf — enveloppe le diviseur 67. 

Depuis cinq ans des travaux astronomiques — auxquels pour lo 
dire en passant je dois surtout Tbeureuse Situation, dont j'ai jooi 
pendant la vie de notre duc, le victime malheureux de son attacbement 
fid^le k la maison de Prusse — m'ont emp^cb^ de me d^livrer aatant 
qu' auparavant k ma pr^dilection pour TArithm^tique et les autrcs 
brancbes d'analyse. Je n'ai pas pourtant n6glig^ celle ci tout k fait. 
Tont au contraire j'ai rassembl^ peu k peu un grand nombre de 
i-o/^hercbes, qui un jour foumiront un autre volume — si non deux 



— ccrtainenait pcs BK>iBS mtei¥«»ut qtH- lo iwviuur VO-iw Jtw^x 
le (krnier hiTer j'ai renssi i t ayoulor um- Iwwuvh,- i-»Hv'»viiv«> «^'H 
velle. Cert U theorie dos re^iJus i-ut<ii|ui'a t'l tU-a »VmvIws ^^^^^^MH^■«, 
portee i nn degre de perftvtiow c j!»l ik «lui, »(«' « »Ui»»! U tho>'V>i» 
des residos qnarres. Je mels ct-t(e thtH>no tii\l it'tuuti) ti» »k>u\i>UH 
jonp snr les r^aidns qaures parinis los ivi-lioivln-s li>» |iUi» ^•t^|■^^'H^^'■ 
dont je mc sois jamais occnp^. Ji' iio sauiitls Vinis vii ilitiiiu>r mihi 
idee saos ecrirc nn memoire exprfs, Viik-i ikiiiiIuuI inii'lnni> lluM 
T^me special, qai ponrni senir d'n» jiotll i^ihitiillllini. 

I. Soit p an nombre promier d« In roriii« :i'« | I, .1« tili t|mi 
2 (c. ä. d. -{-2 et —2) est räaidu cublii»« ili' ji, nI /i n» i'i'iiIiiII h In 
forme air-|-27pj; qae 2 est non r^sldu (:iilili|iii) ilr j», nI 4;i N" ri'ilHll 
k cette forme. P. E. 7. 13. 19. 31. 37, i:i. lll. «7, 711. 7U, UV. \tm 
ne tronverea qae 31 — 4+27, et 2: 1" (triml. IM) 'J ( II)* 
(mod. 43). 

n. Soit p nn nombre prctnior lU: la form» >*u-\ I. >tii illt '|ii'< 
+2 et —2 Beront r^aidna on non-r^xIduK (»iifPiarr''» 'l*- ;/, niiiiHiil ir. 
qne p est oa n'est pa> de U formo ^n--) i'iiyy. I'm ii, iMuA in 
nombrea 17. 41. 73. ttt, a7. 113. 137, V-,ii« w. Witin-/. •\it>- TA 
9+64, 89 = 25+64, 113 - 4;» + H ^ U.'»* 2 /w^-4. 7;j„ J/* ■ V 
(mod. 89), 20» = 2 f mod. 1 13), 

Les dentODctn^;'.» At: ur* Ü.Oifri.v ** 4"; '/ -n ;■>, t//u* y - 
generanx Mint ui'.izz.^ii^j' .»* a «i-t /</-•-■■»-;-■< v,. -..'/« ^v^: 
Bne aabT jTVfc/iitl'.a f,*.',!* tvr t'.t.:i.t ■.'*"' ^■"■* * '-■'•'."- 
stntioa ett jw,:ui f»",i>ti*; /* « ;i//v> >»**. j^jw w >>«• 'vw (-•. 
rober ie j<LiJKr ot ^ 'j-i ■ .■.■j';<>y V •.■wt-i- ,'-!■>. . », -vw « '/ >!■ ■^■/ 
digae d'occnji'r ui.^..u'-* n.vn.'Tt i» "t/j-i ^,,r.t 



: J; «• *fr^ i*- I 
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aussi loin qu' on veut, ce qui no ponrroit se faire parle« m^tho- 
dc8 oxpose^s art. 116—124. 

J*ai doDD6 dans mon ouvrage deux ddmonstrations rigooreos^ 
de ce fameux th^or^me et j'en possMe encore trois autres toates 
entiörement differentes entre elles; deux d'entre elles meme peuvent 
etro condoites de deux differentes mani^res chacone: aiosi je ponr- 
reis souteDir qae je penx le d^montrer de sept mani^rcs differentes. 
Les antres d^monstrations que je pr^f^rerois ponr T^legance anx deox 
doun^es dans mon ouvrage seront publikes aussitot que j'ay trouvcrai 
Toccasion. A propos, dans la premi^re d^monstration qui se trouve 
dans la IV. section il s'est gliss6 une faute legere que je n'ai aper^ue 
qu* apr^s que je ne pouvois plus l'indiquer. II faut donc laire la 
correction suivante. 

p. 146. (cas (4)) 1. 21 lisez comme il suit: „Facile vero per- 
spicitur , ex ista aequatione deduci posse , haec a'pRh . . . (a), 
-}^ahRa* . . . (jS), +ahRp . . . (y). Ex (a) sequitur, perindo ut in (i), 
h vel utriusquo a\ p vel neutrius residuum esse. Sed casus prior 
ideo est impossibilis , quod ex hRa* et (ß) sequeretur aRa contra 
hypoth. Quamobrem necessarie est hNp ideoque, per (y), aNp, Q. 
E. D." 

Au recto k la page 144 il se trouve une fante d'impression non 
indiqu^e, savoir art 139 ligne 3 au lieu de ±aiVjp il üant lire 
±ARp. 

«Taurois röpondu plus tot ä Yotre lettre, mais la decouverte 
d'nne nouvelle plannte par Mr. Olbers m'a un peu distrait Par le 
Premier essai que j*ai fait sur son orbite, je trouve son mouvement 
consid^rablement plus vite que celui de C^r^s, Pallas et Junon, sa- 
voir 978" par jour. L'inclinaison de Torbite de 7^ 6'. L'excentri- 
cite 0, 1. Cette plannte a beaucoup plus de clart6 que C^r^s, Pallas 
et Junon, et j'esp^re k la trouver parmi les obsorvations de l'histoire 
Celeste, peut etfe meme parmi celles de Flamsteed. Je viens d'ache- 
ver un ouvrage 6tendu sur les m^thodes, qui me sont propres, k 
ddterminer les orbites des - planstes. Mais quoique je Tai 6crit en 
allemand, je trouve beaucoup de difficult^ d* y engager un libraire. 
La guerre a suspendn tout eonnexe, plusieurs de nos plus grands 
libraires Tont refus6. Je suis k präsent k traiter avec un autre qui 
se montro un peu plus courageux. S'il trouvera son cente k cette 
entreprise, peut-etre il sera encourag6 par-lä k risquer la publication 
d*un second volume de mes disquisitiones. 

Continuez, Madomoiselle, de me favoriser de Votre amiti^ et de 



II 
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Votre correspoudauce, qui fönt mou orgueil, et soiez persuadeo, que 
je suis et serai toigours avec la plus haute ostimo 

Bronsvic co 30 April 1807 Votre plus siucerc admiratcur 

jour de raa naissance. Ch. Fr. Gauss. 



Methode und Principien. 

Neue Theorie des Imagiuären iu der FunctiouenrechnuDg und der 
Analytischen Geometrie von Wilhelm Friedrich Schüler. Pro- 
gramm zu dem Jahresberichte der k. bayerischen Realschule Freising 
pro 1877/78. 56 S. 

Um einen imaginären Punkt mit den complexen Coordinaten 
a:+i|, y + *^i «+*t reell im Räume darzustellen, construirt der Ver- 
fasser zuerst den reellen Punkt (xyz) und trägt dann von ihm aus 

nach der durch ?» | bestimmten Richtung das Stück V^^+t^'^+J^ 

ab. Offenbar ist dies weiter nichts als die Construction und Verbin- 
dung der 2 Punkte (xyz) und («+f, y+^, «+$)• Dio Strecke von 
ersterm zu letzterm, für conjugirte Punkte entgegengesetzt genommen, 
nennt er Potenz und sagt, ein imaginärer Punkte sei dargestellt durch 
einen reellen Punkt, eine Richtung und eine Potenz ; verschwinde die 
Potenz, so könne die Richtung noch bestimmt bleiben; in diesem Falle 
nenrt er den Punkt einen Curvenpunkt. Der Begriff der Derivation 
einer Function müsse erweitert werden; er definirt sie als den Quo- 
tienten der imaginären Teile von Function und Argument, so dass, 

wenn x = «+«*, und f(x) = A-\-iB^ /'W = ; sein würde. Ein- 
zige Voraussetzung sei also die Darstellung von f(x) in der Form 
A-^iB\ mit der Stetigkeit habe der Begriff nichts zu tun. Zu er- 
innern ist hiergegen, dass ohne Stetigkeit oder, was derselben gleich- 
kommt, ohne einen Curvenzug, der eigentliche Derivationsbegriff sich 
unter den neuen nicht subsumiren lässt; dann aber hat letzterer 
keinen Anspruch darauf eine Erweiterung zu heissen und kann in 
Betreff der Leistungen den erstem nicht ersetzen. Noch andere Be- 
griffe findet der Verfasser Grund zu erweitem, z. B. den der Ex- 
ponentialfuuction e^ auf ^+2»n»7rx Ungeachtet aller hierin enthalte- 
nen Willkür sei dem Verfasser die Berechtigung dazu nicht bestrit- 
ten, wenn er, was er in der Tat verspricht, eine erwiesenermasseu 
widerspmchslose Theorie daraus herleitet. Wenn er aber erwartet, 
dass ihm ein Leser auf dem Wege der Herleitung folgen soll, so 
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haue er, u.E., auch versprechen müssen, dass durch die Theorie 
etwas für die Wissenschaft gewonnen sei, und dies hat er nicht getan. 
Die der Reihe nach behandelten Themata sind: Geometrische Bedeu- 
tung der arithmetischen Operationen, das Imaginäre in der analyti- 
schen Geometrie, Prüfung dieser Interpretation, die Potenzfnnction, 
die £xponentialfunction, Ableitungen der einzelnen Functionen, die 
ersten Lehrsätze der Functiouenrechnung, allgemeine Eigenschaften 
einer Function einer complexen Veränderlichen; analytische Geome- 
trie; die reelle Curve 1. Ordn. (Gerade), die complexe Curve 1. Ordn., 
imaginäre Gerade durch reollen und complexen Punkt, complexe Curve 
1. 0. durch 2 complexe Punkte, Coordinaten einer imaginären Ge- 
raden, die reellen Curven 2. 0. H. 



Arithmetik, Algebra und reine Analysis. 

Yoriesungen über Wahrscheinlichkeitsrechnung von Dr. A. Meyor, 
ord. Professor an der Universität zu Lütticb. Deutsch bearbeitet von 
Emanuel Czubcr. Leipzig 1879. B. G. Teubuer. 554 S. 

Die gegenwärtige deutsche Ausgabe ist das Resultat einer zwei- 
maligen Bearbeitung des im Manuscript hinterlassenen (Mginals. 
Diesem gieng voraus das von A. Meyer selbst herausgegebene Werk 
„Theorie analjrtique des probabilit^s a posteriori'S Die erste fran- 
zösische Ausgabe ward von F. Folie, dem das Manuscript anvertraut 
war, veranstaltet. Es wurden einige Rechenfehler berichtigt, einige 
Erklärungen eingeschaltet, eine Lücke mit Hülfe der Aufzeichnungoi 
eines Zuhörers ergänzt, eine neue Einteilung eingeführt, die beiden 
Fehlertheorien von Laplace und Bienaym6 an das Ende gesetzt und 
ein Auszug aus den Sterblichkeitstafeln von Quetelet hinzugefügt 
Nach Folie's Aussage enthält das Werk vollständig die bedeutendsten 
Arbeiten über Wahrscheinlichkeitsrechnung von Bemoulli, Moivre, 
Laplace, Poisson, Ckiuss, Encke, Bienaym6 u. A. Als eigne Pro- 
duction Meyer's führt er an Verallgemeinerungen von Problemen mit 
Hülfe der hohem Analysis und Differenzenrechnung, einen Beweis d^ 
Bernoulli'schen Theorems nebst Verallgemeinerung, den Rechnungs- 
gang bei EntWickelung der Formeln von Laplace und zahlreiche An- 
wendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Bevölkerung und 
Versicherungswesen. Beim Theorem und Problem von Poisson wird 
von Folie darauf aufmerksam gemacht, dass den Näherungsredinungen 
kein Vertrauen zu schenken sei. Mit der Uebersetzuug waren, zu- 
folge der Vorrede, neue Veränderungen verbunden; namenUich hat 
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das Capitel über AnsgleichuDgsrechnang eine durchgreifende Um- 
arbeitung und Erweiterung erfahren, wobei die Bedürfnisse für die 
gewöhnlichen Fälle Augenmerk waren. Den im Original behandelten 
Aufgaben ward jene über Functionen direct beobachteter Grössen und 
ein Abschnitt über Ausgleichung bedingter Beobachtungen hinzuge- 
fügt ; neben der Ableitung der vorteilhaftesten Werte der Unbekannten 
hat der Bearbeiter auch der Genauigkeitsbestimmung und den Rech- 
nungscontrolen Raum gegeben und den einzelnen Abschnitten voll- 
ständig durchgeführte Beispiele aus verschiedenen Gebieten der An- 
wendung angeschlossen. In den Entwickelungen wurden nach Helmert's 
Vorgang die wahren Fehler vcn den plausibeln geschieden. Auch das 
Capitel über Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Sterb- 
lichkeit u. 8. w. ist neu bearbeitet gemäss den Fortschritten aus den 
letzten Jahren. Als selbständige Arbeit giebt Czuber an die Ent- 
wickelung der mittlem Dauer der Ehen, des Witwen- und Witwer- 
standes. Der Inhalt des Buches ist (abgekürzt) folgender: Grund- 
regeln, Wahrscheinlichkeiten wiederholter Versuche, Bemoulli's Theo- 
rem, mathematische und moralische Hoffnung, Wahrscheinlichkeiten 
der Ursachen und künftigen Ereignisse, Satz von Bayes, Satz von 
Laplace über die Wahrscheinlichkeit der Mittelwerte von Beobach- 
tungen, Theorie der Beobachtungsfehler, Wahrscheinlichkeiten bezüg- 
lich auf das Menschenleben, Lebensvorsicherungen, Wahrscheinlich- 
keiten von Zeugenaussagen und Urteilen, Fehlertheorien nach Laplace 9 
nach Bienaym^, Ausdehnung des BernoulUi'schen Theorems auf Fac- 
toriellen von Binomen, Anmerkungen und 3 Tafeln. H. 



G6n6ralisation du logarithme et de Texponentielle. ParJ. Farkas, 
Budapest 1879. F. Kilian. 121 S. 

Der Verfasser behandelt die Theorie der elliptischen Integrale 
in der Form, wo die Function unter dem Wurzelzeichen ein Product 
dreier linearen Factoren ist H. 



Invarianti, covarianti e contravarianti delle funzioni omogenee, 
nota del P. Giacomo Foglini. (estr. dagli AtU delF Accademia 
Pontificia de' Nuovi Liucei XXXL). Roma 1879. Tipografia delle 
scienze matematiche e hsiche. 70 S. 

Die Theorie der Invarianten ist hier für Studirende in klarem, 
leicht verständlichem Vortrage bearbeitet H. 



Vorlesungen über lineare Differential-Gleichungen. Von Prof. 
Simon Spitzer. Wien 1878. Carl Gerold's Sohiu 1! 
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Integration partieller Differential-Gleichungen. Von Prot Simon 
Spitzer. Wien, 1879. Carl Gerold's Sohn. 93 S. 

Im 225. litt Ber. ist eine der Fortsetzungen der Schrift des- 
selben Verfassers : „Studien Ober die Integration linearer Differential- 
Gleichungen" besprochen. Die gegenwärtige Schrift „Vorlesungen etc.'* 
unterscheidet sich von den „Studien" nicht durch den Inhalt, aber 
durch eine weit sorgfältigere Bearbeitung. Der durchgehende Ge- 
sichtspunkt ist hier: Wieweit kann jede Aufgabe durch die einzelnen 
namhaften Methoden gelöst werden? eine Frage die in jener dem 
Leser meist überlassen war zu untersuchen. In der Vorrede wird 
durch eine Reihe von Arbeiten über dieselbe lineare Gleichung 2. Ordn. 
mit linearen Coefficicnten, deren Autoren sÄmmtlich die Laplace'sche 
Methode entweder zu grossem Nachteil ungenutzt lassen oder an- 
wenden ohne Laplace zu nennen, gezeigt, dass Laplace's Arbeit ganz 
vergessen war. Die zweite Schrift „Integration etc." ist ein Versuch 
die Lehre von den partiellen Differentialgleichungen nach dem ge- 
wöhnlichen Inhalt im Zusammenhang darzustellen. Hierzu kommt die 
Behandlung einer grössern Zahl specieller Aufgaben. Der 1. Abschnitt 
betrifft die trinomische totale Differentialgleichung. Die 2 folgen- 
den die linearen, der letzte die nicht linearen partiellen 1. Ordnung. 

H. 



Vermischte Schriften. 

Nouvelle Corrospondauce math6matique, R^digec par Eugene 
Catalan, Docteur es sciences, Professeur k Tuniversite de Li^ge-, 
avec la collaboration de MM. Mansion, Laisant, Brocard, 
Neuborg et fidouard Lucas. Tome cinquidme. Li6ge 1879. 
E. Decq. 

Der Inhalt der 2. Hälfte des Bandes an Abhandlungen ist fol- 
gender. 

Starke f: Ueber die Integration der linearen Gleichungen. 

Chadu; Ueber den Kreis der 9 Punkte. 

Neuberg: Ueber die Krümmung der Linien. 

Ribaucour: Ueber die einhüllenden Curven von Kreisen und 
die einhüllenden Flächen von Kugeln. 

Brocard: Ueber die Häufigkeit und Gesammtzahl der Primzahlen 
(Forts. Bd. V.). 

Neuberg: Ueber die homologen Dreiecke (Bemerkungen d. Red). 
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Lucien L6vy: Darlegung der ersten Eigenschaften der Flächen 
2. Grades. 

Neuberg: lieber die homologen Tetraeder. 

Neuberg: Eigenschaft des Dreiecks (Forts. Bd. III.). 

E. Catalan: Eine Eigenschaft der Zahl 365. 

Neuberg: lieber die Cykloide. 

P. Mansion: Principien der Theorie der Developpoiden der 
ebenen Curven. 

G. de Longchamps: Ueber die kubischen ünicursalen. 

E. Catalan: Ueber die Zerlegung eines Kubus in 4 Kuben. 

J. L. W. V. Jensen: Multiplication zweier convergenten Reihen. 

S. Realis: Fragen aus der numerischen Analysis. 

E. Catalan: Ueber einen Grundriss der descriptiven Geometrie. 



Mathematische 
und physikalische Bibliographie. 

CL. 



OMchiehte der Matiiematlk md Physik« 

Redtenbacher, F., geist Bedeut. d. Mechanik a. geschiditl 
Skizze d. Entdeckung ihrer Prinz. München, Bassermann. 2Mk. 40Pf. 

Methode md Prineipien. 

Crookes, W., strahlende Materie. Dtsch. hrsg. v. H. Gretschel. 
Leipzig, Qnandt «fe H. 1 Mk. 50 Pf. 

Kleinpanl, H., d. Sonne u. d. Leben. Rochlitz, Bodo. 1 Mk« 20 Pf. 

liehrblleher, Sammlmigett md Tabelleiu 

Boy man, J. R, Lehrbach d. Mathematik. 2. Tbl. 5. Afl. 
Düsseldorf, Schwann. 2 Mk. 25 Pf. 

Gandtner, J. C, n. K. F. Jnnghans, Sammig. t. Lehrsätzen 
n. Aufgaben aus d. Planimetrie. 1. Tbl. 4. Afl. Berlin, Weidmann. 
2 Mk. 40 Pf. 

Gauss, F. G., fünfstclL vollst, logarithm. u. trig. Tafeln. 20. Afl. 
Halle, Strien. 2 Mk. 

Harms, Chr., d. erste Stufe d. mathem. Unterrichts, 1. Abth. 
4. Afl. Oldenburg, Stalling. 1 Mk. 25 Pf. 

Heis, E., Sammig. v. Bcisp. u. Aufgaben aus d. allg. Arithmetik 
u. Algebra. 54. Afl. Cöln, DuMont-Schauberg. 3 Mk. 

Hermes, 0, Sammig. v. Aufgaben aus d. Goniometrie u. ebenen 
Trigonometrie. Berlin, Winckelmann <fe S. 3 Mk. 60 Pf. 

Jordan, W., Hülfstafoln f. Tachymetrie. Stuttgart, Metzlor. 
8 Mk. 

*- Tables tachym6triques. Ebd. 8 Mk. 

Martus, H. C. £., math. Aufg. 2. Tbl. Resultate. Leipzig, 
Koch. 4. Afl. 4 Mk. 20 Pf. 
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Lehrbücher, Sammlungen und Tabellen. 

Lehrbuch der ebenen Georaetrie für Schüler höherer Lehraustal- 
ten, mit Anleitung zur geometrischen und algebraischen Analysis und 
einer Auswahl theils gelöster, theils nicht gelöster Aufgaben. Von 
Dr. K. F. Junghans, Professor am Stadt-Gymnasium in Stettin, 
Erster Theil. Mit 316 — Zweiter Theil. Mit 289 in den Text ein- 
gedruckten Holzschnitten. Beriin 1879. Weidmann. 260 und 291 S. 

Der 1. Teil enthält vollständig die Planimetrie in der dem Gym- 
nasialunterricht angemessenen Form bearbeitet. Obwol vom Verfassser 
zum Ilülfsmittel der Repetition bestimmt, wird die Doctrin doch, wie 
er es für notwendig erklärt, in vollkommener Ausführlichkeit vorge- 
tragen, ausreichend um sogar minder Begabten zum Selbstunterricht 
zu dienen. Citate wollte der Verfasser so gut als möglich vermeiden. 
Dies geht so weit, dass z. ß. derselbe Beweis für den 1. Congruenz- 
satz factisch zweimal geführt wird, offenbar um die Reihe der Con- 
gruenz nicht zu unterbrechen. Dass der Abfassung keine Kürze auf- 
erlegt war, hatte natürlich manches Gute znr Folge. Systematische 
Ordnung und Uebersichtlichkeit zu erreichen war deshalb leicht, ist 
aber auch in anerkennenswerter Weise geschehen. Deutlichkeit und 
Präcision des Ausdrucks, worauf gleichfalls die Vorrede Gewicht legt, 
ist mit sichtlichem Fleisse angestrebt worden; wenn gleichwol noch 
einiges zu bessern bleibt, so ist es zu unbedeutend um es zu nennen. 
Manchmal verbindet noch ein zweifelhaftes „oder" den richtigen und 
den ungenauen Ausdruck, als wolle der Verfasser es den Lesern über- 
lassen sich darüber zu streiten. Auch den Anforderungen strenger 

T«il LXV. H«ft 2. 
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Logik ist infolge der Ausführlichkeit etwas grössere Aufmerksamkeit 
zugewaudt worden. Die Parallcleutheorie stützt sich zum Ueberfloss 
auf drei Axiome, deren jedes zum Beweise der beiden andern hin- 
gereicht hätte. In der Proportionslehre, deren rein arithmetischer 
Teil hier in die Geometrie eingeschaltet und den Proportionen der 
Raumgrössen vorausgeschickt ist, wird der Fall der Incommensura- 
bilität nicht nur in vollem Masse erörtert, sondern auch die Beweise 
rttcksichtlich desselben durch Anwendung unendlichkleiner Differenzen 
vervollständigt. In beiden Punkten findet sich jedoch Uebermass mit 
Mangel auf der andern Seite verbunden. Der Begriff des Winkels 
wird dreifach charakterisirt, wiewol die 3 Bestimmungen nicht gehörig 
geschieden, sondern etwas ineinander geschoben sind. Der Winkel 
wird zuerst als die Winkeliigur betrachtet, die Schenkel beliebig 
lang, was leider erst im nächsten Satze steht: dann als sog. Winkel- 
blatt, d. i. Region der unbegrenzten Ebene. Letzteres ist hier ganz 
unverständlich ausgedrückt, mit den Worten: „Ein Winkel ist der 
ebene, nach einer Seite hin unbegrenzte Raum zwischen zwei beliebig 
langen geraden Linien, welche von demselben Punkte ausgehen". 
Beliebig lange, also doch immer begrenzt gedachte Schenkel können 
einen Raum weder ganz noch einseitig begrenzen, denn sie sperren 
keinen Punkt der Ebene vom andern ab. Was aber soll der Schüler 
bei den Worten „nach einer Seite hin^^ denken? Da die hier gemeinte 
Bestimmung des Winkels im ganzen Buche keine Anwendung findet, 
da sie überdies für Anfänger und logisch nicht ganz feste Individuen 
eine Quelle unklarer Begriffe ist, so hätte sie überhaupt wegfallen 
sollen. Sie scheint nur, weil einmal jene Verpflanzung eines Begriffs 
der höhern Wissenschaft in die Elementarmathematik sehr verbreitet 
ist, dazu aufgenommen zu sein, damit die Sache auch den Lesern 
dieses Buchs nicht unbekannt bleiben soll. Das Uebel, das dem Einen 
recht ist, ist dem Andern billig. Drittens wird aufgestellt: DerWinkd 
„giebt die Grösse der Abweichung an, welche zwischen den Rich- 
tungen der beiden Geraden stattfindet'^ Dies ist richtig und zur 
Orientirung notwendig. Nur soll man den hinderlichen Irrtum fem 
halten, als ob dadurch die Winkelgrösse dcfinirt wäre. Der Satz 
spricht nur aus, wozu der Winkel, der aber noch bestimmt werden 
soll, dient Durch ihn wird erst die Richtung ein exacter Begriff, 
sofern er jede Verschiedenheit der Richtung festsetzen lehrt Dass 
nun jener Irrtum auch hier waltete, ist freilich positiv durch nichts 
kund gegeben. Wenn aber nach aller reichlichen Charakterisirung 
das die wirkliche Definition der Winkelgrösse enthaltende und ver- 
tretende Kriterium der Gleichheit und Ungleichheit der W^inkel durch 
Aufeinanderlegen schliesslich ganz ausbleibt, so kann doch der Leser 
nicht anders denken, als dass der Verfasser gemeint habe, der Winkel 
sei durch das Beigebrachte bereits definirt Das Fehlen dieses un- 
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entbehrlichen Satzes ist um so auffälliger, weil er in der Regel selbst 
in weit compendiöserii Lehrbüchern zu linden ist. Statt der Erklä- 
rung wird also hier geliefert 1) die Anschauung, 2) eine zugezogene, 
nicht zur Deutlichkeit gebrachte Speculation, 3) der Zweck des Win- 
kels ; über alledem wird die Definition vergessen. Ein solches Zuviel 
und Zuwenig findet sich nun auch in der Behandlung der Incommen- 
surabilität Mehrere Sätze werden erst für den Fall commensurabler, 
dami incommensurabler Linien bewiesen, letzteres mit Anwendung der 
Grenzeneinschliessung. Dass die Einschliessung des Resultats zwischen 
Grenzen nicht genügt um die genaue Geltung des Satzes daraus zu 
folgern, hat in der Tat insofern Beachtung gefunden, als hinzugefügt 
wird, die Differenz der Grenzen sei unendlich klein. Nicht beachtet 
aber ist, dass die unendlich kleine Differenz zum Beweise der ge- 
nauen Geltung schon allein ausreicht. Die Grenzeneinschliessung 
kann in manchen Fällen ein Glied des Beweises sein, sofern sie das 
einzige oder leichteste Mittel ist die unendliche Kleinheit der Dif- 
ferenz zwischen der ideellen und berechneten Grösse darzutun. Hier 
und überall, wo diese unmittelbar auf der Hand liegt, ist sie über- 
flüssig, und beeinträchtigt das Yerständniss, indem sie den Gedanken 
auf ein falsches, nichtiges Beweisrooment ablenkt. Ihre traditionell 
gewordene Anwendung erklärt sich wol daher, dass man aus Resig- 
nation auf exacte Beweise zufrieden war eine approximative Geltung 
der Sätze innerhalb bestimmter Grenzen festzustellen. Da dieser Ge- 
sichtspunkt hier nicht am Platze ist und wol auch nicht gewaltet hat, 
80 war es an der Zeit, einmal dieses lange in gedankenloser Nach- 
ahmung geübte Verfahren fallen zu lassen und den logischen Connex 
in seiner natürlichen Einfachheit an's Licht zu stellen. Hierzu be- 
durfte es wol einer etwas grossem Ausführlichkeit in der letzten 
Folgerung. Der Verfasser hat in der Vorrede erklärt, dass er in- 
directe Beweise soviel als möglich vermieden habe; er hält sie also 
für weniger leichtfasslich ; ob er darin recht hat, mag dahingestellt 
sein. Der exacte Schluss von der unendlich kleinen Differenz auf die 
genaue Geltung ist aber ein indirecter und kann kein andrer sein. 
Seiner Ansicht zufolge konnte der Verfasser nicht voraussetzen, dass 
ihn die Schüler von selbst richtig vollzögen, er musste wissen, dass 
beim blossen Hinweis auf die unendlich kleine Differenz der Grund 
der Bündigkeit des Schlusses im dunkeln bleibt War es nun viel- 
leicht gerade der Zweck der Kürze, die indirecte Natur des Schlusses 
durch das Hinwegeilen über denselben zu verhüllen? Dann würde 
er sich zu dem Grundsatze bekennen: Besser nicht verstanden 
als auf indirectem Wege verstanden. Ueberflüssig also war die 
Approximation von zwei Seiten, wo die einfache dasselbe tat; 
Mangel hingegen trat hervor in der versäumten Darlegung des wirk- 
lichen logischen Zusammenhangs. Der Inhalt des 1. Teils ist der 
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gewöhnliche. Den 2. Teil bilden Verwendungen der neuern syntheti- 
schen Greometrie für den Schulunterricht und Aufgaben, nämlich die 
Transversalen des Dreiecks , die harmonische Teilung, Pole und Po- 
laren, Aehnlichkeitspunkto dor Kreise, die Berührungsanfgabe des 
Pappus und verwandte Aufgaben , die Bertihrungsaufgabe des Apollo- 
nius, algebraische Eigenschaften der Kreise am Dreieck, algebraisch- 
geometrische Berechnungen, algebraische Analysis, Aufgaben mit 
geometrischer Analysis ohne und unter Anwendung von Proportionen, 
Aufgaben mit algebraischer Analysis, Aufgaben zu algebraisch-geome- 
trischen Berechnungen und das Malfatti'sche Problem. Die Lösungen 
der Aufgaben sind im Anfang durchgeführt, weiterhin nur die Ana- 
lysis angegeben, auch die Berechnungen, die einfachsten Fälle ausge- 
nommen, durchgeführt. Die Aufgaben beginnen mit den fundamen- 
talen und schreiten durch Synthesis fort; willkürliche Specialisirungen 
kommen nicht vor. H. 

Lehrbuch der Mathematik für Gymnasien, Realschulen und an- 
dere höhere Lehranstalten. Von Dr. Johann Robert Boymann, 
Professor am Königlichen Gymnasium zu Coblenz. Zweiter Teil: 
Ebene Trigonometne und Geometrie des Raumes. Fünfte, verbesserte 
Auflage, besorgt von Dr. Carl Werr, Gymnasialoberlehrer zn 
Coblenz. Düsseldorf 1880. L. Schwann. 214 S. 

Das Lehrbuch zeichnet sich durch grosse Ausführlichkeit aus, 
sichtlich mit der Bestimmung jeden Gegenstand vollständig nach alleii 
Seiten hin zn erörtern und auf jede mögliche Frage klare Auskunft 
zu geben, aber auch in dem Sinne, dass es sich Concinnität nicht 
zum Gesetz macht und Wiederholungen nicht verschmäht. Durch 
eine solche Ausbreitung des Lehrstoffs kann den Schülern die Be- 
herrschung desselben erschwert werden, doch möchte dieser Nachteil 
hier kaum zu besorgen sein, weil durch strenge Ordnung und Gleich- 
miissigkeit der Betrachtung das Bewusstsein stets erhalten wird, dass 
es sich nicht um eine Menge, sondern immer nur um denselben Ge- 
genstand handelt. Der Verfasser hat es vorgezogen jede der 4 go- 
niometrischen Functionen gesondert zu bebandeln und erst dann ihre 
Relationen zuzuziehen, während mau wohl auch Grund finden kann 
umgekehrt zu Werke zu gehen, namentlich zuerst beim ersten Qua- 
dranten zu verweilen. Die Berechtigung des letztern bestätigt sieb 
sogar durch eine Inconsequenz, zu der das gewählte Verfahren ver- 
anlasst hat. Da im Anfang die Winkel unter dem Fuuctionszeichcu 
durch alle positiven Quadranten geführt werden, da ausserdem nega- 
tive Winkel erklärt sind, so gehörten ofFeubar die Functionen der 
negativen Winkel ebendahin*, diese kommen aber erst zwischen den 
Relationen der verschiedenen Functionen. Ausdruck und Aufstellungen 
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sind zum grössten Teil correct, doch sind die Ausnahmen davon nicht 
unerheblich. Der stärkste Fehler ist wol die uneingeschränkte, auch 
nachträglich nicht verbesserte Behauptung, durch die goniometrischen 
Functionen seien die Winkel bestimmt; von einer Mehrwertigkeit 
steht kein Wort da. Also gerade an dem Punkte, wo das gedanken- 
lose Rechnen irre geht, giebt das Lehrbuch das Beispiel der Vergess- 
lichkeit. Ferner wird zwar auf Seiten der Functionen hinreichend 
erklärt, dass sie als Linienverhältnisse reine Zahlen sind , auf Seiten 
der Winkel aber, wo doch ganz das gleiche gilt, die Meinung er- 
halten, als seien es benannte Zahlen von heterogener Qualität. Die 
Stnfe, auf welcher der Schüler der Trigonometrie steht, rechtfertigt 
oder entschuldigt diese Darstellung keineswegs. Denn ihr geht die 
elementare Kreisberechnuug voraus, von der auch das Lehrbuch vor- 
übergebende Anwendung macht, indem es die Winkel gelegentlich 
durch Kreisbogen ersetzt. Hiernach ist es auf jener Stufe sehr wol 
bekannt, dass Grade nichts sind als Teilungszeichen eines Linien Ver- 
hältnisses, nämlich von Kreis und Radius, mithin reine Zahlen, sogut 
wie ^ trotz der Benennung Zehntel eine solche ist. Die vermeint- 
liche Heterogeneität widerlegt sich sofort durch den Ausdruck des 
Kreissegments, indem er die Differenz des Centriwinkels und seines 
Sinus zum Factor hat. Käme aber auch der betreffende Fall im 
Cursos nicht vor, so wäre doch eine Behauptung, wie sie hier in einer 
Note steht, sin(at2) \^^\yQ keinen Sinn, als irrig zu verwerfen. Für 
die Weglassung der Klammern in (sina;)^ genügt die Einführung und 
ihr praktisches Motiv zur Rechtfertigung. 

In der Trigonometrie wird mit dem rechtwinkligen Dreieck be- 
gonnen, dann folgt das gleichschenklige mit Anwendung auf die regel- 
mässigen Vielecke, dann das beliebige Dreieck. In der Stereometrie 
folgt auf die Lehre von der Lage der Ebenen und Geraden, welche 
verhältnissmässig kurz behandelt ist, deren Einleitung aber durch ihre 
sehr wol orientirenden, systematischen Betrachtungen sich auszeichnet, 
die Ecke, die Polyeder, der Cylinder, der Kegel, die Kugel, die sphä- 
rische Trigonometrie. Die Beweise sind sämmtlich einfach und bün- 
dig, und dazu sorgfältig die besten bekannten Methoden ausgewählt 
Ein Versehen ist es wol , dass in §. 2. die zweideutigen Worte „ . . . 
oder nicht", welche man als allgemeine Verneinung zu verstehen Au- 
lass hat, während nur die Verneinung der Allgemeinheit richtig ist, 
stehen statt „ . . . oder nicht alle". Die Figuren sind in den Text 
eingedruckt. Auf jeden Abschnitt folgt eine Reihe von Aufgaben. 
Hinsichtlich der frühern Auflagen haben manche methodische Ver- 
besserungen stattgefunden, auch ist die Secauten-Function beseitigt. 

H. 
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Der Inhalt des Lehrbuchs ist der gewöhnliche, die Anordnung 
nach systematischem Gesichtspunkt gtitroffon, so dass die gesammten 
(von geschlosseneu Figuren unabhängigen) Winkclsätzc den Anfang 
bilden, und die Aufgaben, ebensowol die fundamentalen wie die syn- 
thetisch fortschreitenden, an den Schluss der einzelnen Capitel ge- 
stellt sind. Grösstenteils hält sich das Lehrbuch innerhalb des Not- 
wendigen und überschreitet die Grenzen nur durch Aufnahme einiger 
interessanter Sätze. Der Ausdruck ist hinreichend concinn, doch nicht 
karg, wo es auf Deutlichkeit ankommt. Gleich wol ist der Winkel- 
begriff in mangelhafter, weder zur Deutlichkeit noch zur exacten Logik 
genügender Weise behandelt; denn die Erklärung des Winkels stützt 
und beruft sich auf die Richtung der Schenkel; es ist aber kein Wort 
davon gesagt, wie man Richtungen von gemeinsamen und von ver- 
schiedenen Ausgangspunkteu vergleichen könne. Es ist dies die so 
oft gerügte Verkehrung der logischen Beziehung: Winkel lassen sich 
ohne Hülfe des Richtungsbegriffs, aber nicht Richtung ohne Hülfe der 
Winkel exact unterschiedlich auffassen. Doch sind nicht einmal, wenn 
man auch die unrechte Stellung zulassen wollte, und trotzdem sich 
die beste Gelegenheit bot das Versäumte nachzuholen, im ganzen die 
notwendigen Bestandteile der Erklärung vorhanden. Es werden näm- 
lich, um die Drehung des Schenkels zu verdeutlichen, eine Reihe 
gleicher Winkel an einander gelegt; was aber die Bedingung ihrer 
Gleichheit sei, ist zu sagen vergessen. Auf so unklarem Grunde ist 
CS dann freilich nicht mehr auffällig, dass der Parallelensatz mit an- 
geblichem Beweis aufgestellt wird. Mit bester Sorgfalt ist dagegen 
die Lehre von den incommensurabeln Linien behandelt, dieser Fall 
bei den Proportionssätzen durch indirectc Beweise berücksichtigt, und 
dadurch gezeigt, dass die exacte Methode keine zu grossen Umständ- 
lichkeiten erfordert. Bei der Herleitung des Ausdrucks für die Kreis- 
fläche scheint der Verfasser den Gegenstand selbst nicht bewältigt zu 
haben; er gelangt mit aller Erörterung zu keiner Evidenz. Ausser 
den genannten zwei Punkten ist es überall gerade die Beherrschung 
des Lehrstoffs, was das Buch auszeichnet. H. 

Lehr- und üebuugsbuch für den Unterricht in der Algebra an 
Gymnasien, Real- und Gewerbeschulen. Von Dr. H. Heilermann, 
Direktor der Realschule in Essen, und Dr. J. Dick mann, Ober- 
lehrer am Kgl. Gymnasium in Essen. III. Thcil. Die Progressionen, 
die Kettenbüche und die diophantischeu Gleichungen. Niedere Ana- 
lysis. Essen 1879. G. D. Baedeker. 110 S. 

Die beiden ersten Teile sind im 251. und 255. litterarischen Be- 
richt besprochen ; der Inhalt des dritten ist folgender. Arithmetische, 
geometrische Progressionen, Zinseszins- und Rentenrechnung, Ketten- 
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brüche, diophantische Gleichungen 1. Grades, couvergente Reihen, 
binomischer Satz für ganze positive, für beliebige reelle Exponenten? 
Exponeu tialreihe, Darstellung der Rechnungen mit complexcn Zahlen, 
logarithmische Reihe, Combinationslehre, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
grössto und kleinste Werte. Das Buch behandelt demnach einzeln 
14 verschiedene, in keiner oder geringer Verbindung stehende The- 
mata, und zwar jedes derart, dass auf die Entwickelung einiger, als 
besonders leicht fasslich ausgewählter Sätze aus der Theorie eine 
Reihe mannichfaltiger üebungsbeispielo folgt. Erst der letzte § spricht 
von Functionen und deren DiiFerontiation, betrachtet aber ausschliess- 
lich ganze Functionen. Die Bearbeitung entspricht mehr der Bestim- 
mung zum Uebungsbuch, den theoretischen Inhalt hat man als Vor- 
bereitung spcciell für die sich anschliessenden Uebungen anzusehen, 
man müsste denn demselben den gar nicht löblichen Zweck zuschrei- 
ben, den Schülern einen Einblick in mancherlei Gegenstände zu geben, 
mit denen sich die höhere Theorie beschäftigt. Ein solcher Zweck 
würde aber dem in der Vorrede zum I. Teil ausgesprochenen Ge- 
sichtspunkte sehr zuwiderlaufen, nach welchem die neue Bearbeitung 
den Uebergang zum höhern Studium erleichtem sollte; denn die vor- 
gängige Aufnahme ungenügender Principicn kann diesen Uebergang 
nur erschweren. H. 



Vermischte Schriften. 

Nieuw Archicf voor Wiskunde. Deel VI. Amsterdam 1880. 
Weytingh eu Brave. 

Der Inhalt ist folgender. 

G. J. Michaelis: Ueber das Princip der Erhaltung der Ener- 
gie. — P. H. Schonte: Ueber das Projiciren auf Oberflächen. — - 
D. Bierens de Haan: Glückspiel mit Doppelsteinen. — F. J. van 
den Berg: Auflösung der 3. Preisfrage für das Jahr 1878. Ueber 
die Lage eines schweren Dreiecks, dessen Ecken in 3 gegebenen 
Ebenen liegen, und welches dem Widerstand derselben das Gleich- 
gewicht hält. — D. J. A. Samot: Die Principien der Lebensver- 
sicherungswissenschaft. — B. P. Moors: Theorie der Inhaltsbestim- 
mung des Ualben-Hektoliter-Getreidemasses. — H. Kamerlingh 
Onnes: Ueber die relative Bewegung. — F. J. van den Berg: 
Ueber die Vergleichung der durch 3 gegebene Richtlinien bestimmten 
Hyperboloide, in Verbindung mit dem Gleichgewicht von 4 Kräften 
im Räume. — C. L. Landr6: Formeln zur Berechnung des ein- 
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Strömenden Wassers bei Ueberschwemmungen, mit Ebbe und Rot. — 
lieber die Perspective der Engel. — Ein Satz Ober Determinanten. 
Znr Snmmationsformel von Enler. H. 



American Jonmal of Matbematics pnre and applied, fxiitor ii 
Chief J. J. Sylvester. Vol. II. Baltimore 1879. 49. 

Der Inhalt des Bandes ist folgender. 

Miss Chr. Ladd: Das Pascal'sche Sechseck. — W. H. Burr: 
Ueber die Theorie der Biegung. — G. B. Halsted: Note über den 
ersten englischen Enklid. — J. W. Gibbs: Ueber die Onmdformeln 
der Mechanik. — 6. B. Halsted: Beitrage znr Bibliographie des 
Mehrdimensionen-Raums und der nichteuklidischen Geometrie. — 
Cayiey: Berechnung des Minimums der numerischen Erzeugungs- 
function der binären Form 7. Grades. — H. T. Eddy: Ueber die 
seitliche Abweichung sphärischer Geschosse. — J. J. Sylvester: 
Note Aber Determinanten und duadische DüynthemeB. — Cayley: 
Desiderata und Vorschläge. Nr. 3. Das Newton-Fourier'scfae ima- 
ginäre Problem. — J. J. Sylvester: Ueber das vollständige Sy- 
stem der Grundformen der binären Form 5. Grades 9. Ordnung. — 
£. McClintock: Ein Versuch über die Vergrösserungsrechnung 
(enlargement), — Th. Craig: Bewegung eines Körpers in einer Flüs- 
sigkeit — E. Lucas: Ueber die unbestimmte Analysis 3. Grades. 
— Beweis mehrerer Sätze von Sylvester. — Cayley: Desiderata 
und Vorschläge. Nr. 4. Mechanische Construction conformabler 
Figuren. — F. Franklin: Ueber Teilungen. — W. J. Stringham: 
Einige allgemeine Formeln fiir Integrale irrationaler Functionen. — 
W. H. Burr: Note zum Artikel „Ueber die Theorie der Biegung^. 
~ Sylvester: Verallgemeinerung von Leibnitz's Theorem in der 
Statik. Auszug aus einem Briefe von Prof. Crofton. — A. B. Kempe: 
Ueber das geographische Problem der 4 Farben. — W. E. Story- 
Note über das Vorige. — W. J. Stringham: Die Quatemionen* 
formein für Quantification von Curven, Flächen und Körpern, und 
für Schwerpunkte. — 0. S tone: Ueber die Dynamik einer gekrümmten 
Kugel. — J. J. Sylvester und F. Franklin: Tafel der Erzeu- 
gungsfunctionen und Grundformen fCtr die binären Formen der ersten 
10 Ordnungen. — Th. Craig: Note ttber die Projection des allge- 
meinen Ortes des Vierdimensionen-Raumes auf den Dreidimensionen- 
Raum. — Th. Craig: Ueber die Bewegung eines Ellipsoids in einer 
Flüssigkeit. ■— J. J. Sylvester: Ueber gewisse temäre Kubische- 
Form-Gleichungen. — J. Petersen: Ein neuer Beweis des Reci- 
procitätssatzes. — E. H. Hall: Eine neue Wirkung des Magnets auf 
elektrische Ströme. — J. J. Sylvester und F. Franklin: Tafeln 
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der Erzeognngsfanctionen und Grandformen für simnltane binäre 
Formen der ersten 4 Ordnungen , 2 und 2 znsammengenommen. — 
Bemerkungen. — KMcGlintock: Eine nene allgemeine Inter- 
polationsmethode. — A. B. Chace: Eine gewisse Classe kubischer 
Flächen mit Qnatemionen bebandelt. — C. S. Peirce: Ueber die 
Gespenster (Widerholungen) in Ratherfnrd's Diffractionsspectris. — 
E. McClintock: Ueber einen Satz betreffend das Ausbreiten (ex- 
pand) der Functionen von Functionen. — H. A. Rowland: Vor- 
läufige Noten über Mr. HalFii neue Entdeckung. — C. S. Peirce; 
Eine quincunciale Projection der Kugel. — W. Woolsey Johnson 
und W. E. Story: Zwei Noten über das Rätsel der 15. H. 



Mathematische 
und physikalische Bibliographie. 

CLL 



Geschichte der Mathematik und Physik. 

Hoiberg, J. L., philolog. Studien zu griech. Mathematikern. L 
IL Leipzig, Tcubner. 1 Mk. 20 Pf. 

Jahrbuch üb. d. Fortschritte der Mathematik, hrsg. v. C. Ohrt- 
mann, F. Müller, A. Wangerin. 9. Bd. J. 1877. 3. Ilft. 
Berlin, G. Reimer. 5 Mk. 40 Pf. 

Wöckel's L., Geometrie d. Alten. Neu bearb. v. Th. E. Schrö- 
der. 12. Aufl. Nürnberg, Korn. 1 Mk. 80 Pf. 

Methode nnd Principien. 

Bilharz, A., u. P. Dannegger, metaphys. Anfangsgründe d 
mathem. Wissenschaften. Sigmaringen, Tappen. 2 Mk. 50 Pf. 

Scheffler, H., d. Naturgeseize. 6. u. 7. Lfg. 3. Tbl. 2, Ab- 
thlgn. Leipzig, Förster. 15 Mk. 

Schulze, R., d. physikal. Kräfte. Frei nach Guillemin. 15. u. 
16. Lfg. Leipzig, Frohberg, k 1 Mk. 

Lelirbttcher, Samminngen nnd Tabellen. 

Brenuert, E., geomctr. Konstructionsaufg. m. vollständ. Auf- 
lösg. Berlin, Nicolai. 1 Mk. 50 Pf. 

Egg er, J., Uebungsbuch f. den geometr. Unterricht von' Sekun- 
därschulen. 3. u. 4. Tbl. 2. Aufl. Bern, Wyss. 2 Mk. 50 Pf. 

Gauss, F. G., fünfstell, logar. u. trigon. Tafeln. 13. Aufl. 
Halle, Strien. 2 Mk. 

Mehler, F. G., Hauptsätze d. Eleraentar-Mathematik. 10. Aufl. 
Berlin, G. Reimer. 1 Mk. 50 Pf. 

Nissen, J. H., Lehrb. d. Elem. -Mathematik. 4. Tbl. 2. Aufl. 
Schleswig, Bergas. 1 Mk. 50 Pf. 
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Litterarischer Bericht 

CCLIX. 



Geschichte der Mathematik und Physik. 

Trois lettres inMites de Jean P' Bernoulli ä Leonard Euler 
tir^es de la correspondaDce de Jean l^^ Bernoulli gard^e dans la 
biblioth^que de l'Acad^mie Royale des sciences de Stockholm par 
GnstaT Eneström. Stockholm 1880. 24 S. 

Die Bibliothek der Akadamie besitzt 8 Briefe von Job. Bernoulli 
an Euler, deren 5 in der „mathematischen und physikalischen Cor- 
respondenz einiger berühmten Mathematiker des 18. Jahrhunderts^' 
Ton P. H. Fuss schon herausgegeben waren. Die 3 übrigen sind jetzt 
in den Yerhaudlungen der Königl. Schwedischen Akademie der Wissen- 
schaften, eingereicht von G. Eneström, erschienen. Von diesen sagt 
derselbe im voraus, dass der gleiche Ton der Ueberlegenheit, den 
Bernoulli sonst in seinen Briefen gebraucht, sich auch in ihnen sehr 
bemerklich macht. Vor den Briefen ist deren Inhaltsangabe, nach 
denselben erklärende Noten beigegeben. Zwei Briefe sind von 1729. 
Der erste betrifft den Sinn der Logarithmen der imaginären Grössen 
und bespricht dann 2 Differentialgleichungen 2. Ordnung, die Euler 
untersucht, dann dessen Bestimmung der kürzesten Linien auf ge- 
gebener Fläche. Der zweite Brief kommt nach Aeusserung über 2 
andre von Euler aufgestellte Differentialgleichungen 2. Ordnung auf 
die vorigen zurück. Weiter spricht er Ton den Tautochronen und 
Isochronen, dann von der Summation der Reihe 

1, 1.2, 1.2.3, 1.2.3.4, etc. 

T«ULXT, 
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Der dritte Brief von 1737 betrifft die Abhandlung von Job. II Ber- 
nonlli über das Licht, einige Beobachtungen über die Mechanik tod 
Euler, die Phoronomie von Hermann und die Principien von Newton, 
die Abhandlung von Job. U und Daniel I Bemoulli über die Anker, 
die Summation der Reihen, deren allgemeine Glieder sind 

1 2.4.6 ... (2«— 2) 



x^ 1.3.5 . . . (2aj — l).2a; 

Beobachtungen' über die Reihen der Sinns und Arcustangens, einen 
neuen Teil der Infinitesimalrechnung, cultivirt von Enler. H. 

AI Käfi ni Hisäb (Genügendes über Arithmetik) des Abu Bekr 
Muhammed Ben Alhusein Alkarkhi nach der auf der Herzoglich- 
Gothaischeu Schlossbibliothek befindlichen Handschrift bearbeitet von 
Dr. Adolf Hochheim, Professor. III. Halle a. S. Louis Nebeit 

40. 28 S. 

Die mit I. IL bezeichneten vorausgehenden Lieferungen der Aus- 
gabe sind im 249. und 254. litt Ber. besprochen. Die dritte föhrt 
in der Lehre vom Messen fort mit specieller Körpermessung, An- 
wendung auf die Quantität der Baumaterialien, der Lehre vom Nivel- 
liren des Bodens. Dann folgt die Lehre von den Gleichungen 1. und 
2. Grades, wo mit Vermeidung aller negativen Grössen 6 Formen 
unterschieden werden. Die negativen Wurzeln bleiben unberücksich- 
tigt. Die Regeln der Auflösung werden zuerst allgemein, dann an 
speciellen Zahlen gegeben. Der Herausgeber leitet die Gestaltung 
der Doctrin vorwiegend aus griechischem, weniger aus indischem Ein- 
fluss ab, obgleich letzterer der anfängliche war. H. 

Bulletino di bibliografia e di storia delle scienze matematiche e 
fisiche pubblicato daB. Boncompagni. Tomo XH. Roma 1879. 
Tipografia delle scienze matematiche e fisiche. 

Mit dem gegenwärtichen 12. Bande schliesst das Journal ab. Der 
Inhalt der letzten 6 Hefte ist folgender. 

7. bis 10. Heft. C. Henry: Untersuchungen über die Mann- 
scripte von Pierre de Format nebst ungedruckten Fragmenten von 
Bachet und Malebranche. 

11. Heft, A. Favaro: lieber einige ungedruckte Notizen be- 
treffend Nicolaus Coppemicus gesammelt und publicirt von M. Cnrtze- 
— B. Boncompagni: lieber 2 Schriften von Leonhard Euler. — 
A. Genocchi: Beweis des 5. Postulats Euklid's, von Vincenzo de 
Rossi. — S. Günther: Invarianten, Govarianten und Contravarianten 
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der homogenen Functionen, yon P. G. Foglini (ins Italienische über- 
setzt Ton A. Sparagna). — Tychsen: Lagrange, (ans dem Dänischen 
ins Französische übersetzt von H. G. Zeuthen). — G. Eneström: 
Briefe von Joseph Lonis Lagrange an Leonhard Enler, zuerst pnbli- 
drt Yon B. Boncompagni (ans dem Dänischen ins Französiscke über- 
setzt Ton L. Leonzon Le Dnc und A. Marre). 

12. Heft. G. Biadego: üeber die angedruckte Abhandlung von 
Pietro Maggi über die Principien der ^Molecularmechanik von 
Anabrogio Fusinieri. Wortlaut derselben. — B. Boncompagni: 
Ueber eine Arithmetik von Smeraldo Borghetti Lucchese. — B. B o n - 
compagni: Zugaben zum Artikel „üeber die ungedruckten Biogra- 
phien dreier Mathematiker (Joh. Danck von Sachsen, Joh. De Line- 
riis und Fra Luca Pacioli da Borge S. Sepolcro) geschrieben von 
B. Baldi. — E-Wiedemann: Material zur Geschichte der Natur- 
wissenschaften bei den Arabern (ins Italienische übersetzt von A. 
Sparagna). — W. vonBezold: Meterial zur Geschichte der phy- 
siologischen Optik (Farbenrad und Binocular-Sehen) (ins Italienische 
übersetzt von A. Sparagna). — E. Gerland: Ueber die Geschichte 
der Erfindung des Areometers (ins Italienische übersetzt von A. Spa- 
ragna). — A Marre: Zwei Mathematiker vom Oratorium. 

Publicationsverzeichnisse im 8., 10. und 12. Heft. H. 



Cinq lettres de Sophie Germain ä Charles Fr6d6ric Gauss 
publikes par B. Boncompagni d'apr^s les originaux possdd^s par la 
Soci6t6 Royale des sciences k Göttingen. Berlin. Institut de photo- 
lithographie des fr^res Burchard. Imprimerie de Gustave Schade 
(Otto Francke) MDCCCLXXX. 

Es mag hier der Wortlaut der 2 ersten, gleich dem dritten 
Pseudonym geschriebenen Briefe folgen. Im vierten giebt sich die 
Verfasserin zu erkennen. 

Paris ce 21 novembre 1804 
Monsieur 

Yos disquisitiones arithmeticae fönt depuis longtems l'objet de 
mon admiration et de mes dtudes. Le dernier chapitre de ce livre 
renferme, entr* autres choses remarquables, le beau th^or^me contenu 
dans r6quation 

je crois qu'il peut etre g6n6ralis^ ainsi 

3» 
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4(««'— 1) 



« — 1 



= Y^ + uZ^ 



u 6tant toigonrs an nombre premier et « an nombre qaelconqae. Je 
joins k ma lettre deax d^monstrations de cette g^n^ralisation. Aprte 
ayoir troav^ la premi^re j'ai cherch6 comment la m^thode qae voos 
avez emploide art. 357 poayoit dtre appliqu^e aa cas qae j'ayois ä 
consid^rer; j'ai fait ce travail ayec d'aatant plas de plaisir, qn' il 
m'a foarni roccasion de me famüiariser ayec cette m6thode, qoi, je 
n' en doate pas, sera encore dans yos mains rinstniment de noa- 
yelles d^coayertes. 

«Tai ajoat6 ä cet art quelques aatres consid^rations. La demito 
est relatiye ä la celebre ^qnation de Fermat a;«*-|-y« « »*•, dont Fim- 
possibilit^ en nombres entiers n'a encore k\k d^montr^e qae poor 
w = 3 et w = 4; je crois ^tre paryenu k proayer cette impossibilitö 
pour n =p — 1, ^ etant an nombre premier de la forme 8fc+7. J© 
prens la libert6 de soamettre ces essais ä yotre jagement persaad^ 
qae yoas ne d^daignerez pas d'6clairer de yos ayis an amateor en- 
thoasiaste de la science qae yoas ayez caltiy6e ayec si brillant 
Saccus. 

Rien n'^gale Timpatience ayec laqaelle j'attens la saite da liyre 
qae j'ai entre les mains, je me suis fait informer que yoas y tra- 
yaillez en ce moment et je ne ndgligerai rien poar me le procorer 
aassi t6t qa'il paroitra. Malhearensement l'^tenda de mon esprit ne 
repond pas k la yiyacit6 de mes goats, et je sens qa'il y a ane sorte 
de t^m6rit6 k importnner an homme de genre lorsqa' on(n') a d'autre 
titre k son attention qn' ane admiration n^cessairement partag^e par 
toas ses lectears. 

En relisant le memoire de M. De La Orange (Berlin 1775} j'ai 
yü ayec ^tonnement qa'il n'a pas sü r6daire la qaantit^ 

B^^ — 11(«« — 4««r2 + 75M — 5«V« + f^)r^ 

(p. 358) k la forme t^—llu\ car 

««^<>--211««rH-ll(5+6)rV--ll(«8-6««r«+7«M+6««r6-frV 
««io_2.11««r*+llV»*2--ll(«»--6««r24.9«M--25*rH-6«**'^+r*)r* 
-(«*— ll«t^)2— 11(5*— 3«V2-r*)« 

Cette remarqae est noayelle preaye de l'ayantagc de yotre m^thode 
qui l'appliqaant k tontes les yalears de u, donne poar chaqae cas 
ces yalears de F et Z ind^pendantes da tatonnement 
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S), connoissant les valears de F et Z dans r6qoation 
on Youloit avoir celles de F' et Z' dans l'^qaation 



*(?fr) = ^"±«^'* 



il est dair qa'il suffiroit de changer les signes de tous les termes 
de F et Z qoi contieDnent des puissances de x dont Texposant est 
impair. 

Je n'ai pas vonla fatiguer votre attention en multipliant les re« 
marques dont votre liyre a ^t^ poor moi Toccasion: si je poi» esp^rer 
que Toos accenillez favorablement celles qne j'ai Thonneor de voiis 
commnniqaer et que voas ne les trouviez pas entirement indignes de 
r6ponse yeaiUiez Tadresser A Monsieor Silvestre de Sacy membre de 
rinstitnt national. Rne hante feuille ä Paris, qoi me la remettra. 

Croyez, Monsieur, au prix que j'attacheroit & un mot d'avis de 
TOtre part et recevez Tassurance du profond respect de 

Votre tr^s humble serviteur 
et tr^s assidu lecteur 
Le Blanc. 



Paris 21 juillet 1806 
Monsieur 

Je dois Sans doute ä votre indulgence la r6ponse flatteuse que 
vous avez bien voulu faire ä ma lettre; vous me donnez Tesperance 
de vous entretenir avec moi de l'objet de vos 6tude8-, rien au monde 
ne pourroit me faire plus de plaisir qu' une semblable correspond»iiC6i 
mais je sens que j'en suis bien peu digne. Quelle diff^rence en etoi 
entre les foibles assais dont je suis capable et les möthodes isgM- 
euses dont Tinvention vous est familiäre! Cependant pulsqoa bow 
avez acceuiUi avec bont6 les notes que je vous ai communiqiwi Je 
prend la libert6 de vous en soumettre de nouvelles. Youi yrernttitz 
(n<^ 267) de prouver dans une autre occasion que les formei ta 
dont la d^terminante est z6ro sont öquivalentes aux foniiei 
j'ai cherch6 k faire la r^duction indiqu^e et j'ai trouv^ ^pe 4$m ee 
cas la forme adjointe se r6duit ä un quarr6 multipliÄ fM m, ee «j^d 
est absolument la m§me forme que celle que preiuMi^ ^» 
binaires lorsqu* on suppose leurs d^terminantes ^gal« * ^^ 

Je vois avec regret qu'il nous faut attendre. 



♦ 
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ann^es, la pablication de tos noavelles recherches arithm^üqaes; il 
est impossible de connoitre le premier volnme saus d6siref avec im- 
patience d'en voir la soite; ce sera pour moi une consolation, si vom 
daignez m'en coromaniquer quelques parties. 

Le libraire Duprat sur lequel vous me demandez des renseigne- 
mens, ä c^d6 son fond et est en banqueroute depuis 18 mois euTiron; 
je sais qne plusieurs savans ont ^tä dupes ayec lui ce qni est de 
tr^s manvais augure pour yotre creance; cependant M'. de Sacy qni 
a rhabitude de traiter avec les libraires m'a promis de faire des 
d6marcbes, pour ddcouvrir s'il n'y auroit pas quelques moyens de 
vous faire payer, il vous fera savoir ce qu'il apprendra d'utile. Si 
Jamals pareil cas se repr^sentoit il me faudroit pas attendre un tems 
aussi long pour reclamer le payement car ici les cr^ances ne gagnent 
pas k viellir. 

«Taurois d6sir6 avoir de meiUeures nouvelles ä vous donner, je 
crains que le(s), r6sultat(s) facheux de Tenvoi que vous avez £ut 
ne nous privent de connoitre les nouveaux ouvrages que vous pourrez 
publier, je vous demande comme une grace de vouloir bien m'indi- 
quer les titres de ceux que vous 6crirez en latin, car n'entendant pas 
FAllemand je suis forc^ de bomer \k ma curiosit6. 

Je pense que vos travaux astronomiques ne consistent pas seule- 
ment dans les calculs d'dlemens de planstes , vous devez presqu' in- 
voluntairement trouver de nouvelles m^thodes; Tesprit d'invention 
semble vous etre si naturel, que quelques soient les objects dont vom 
vous occupez, je croirois avoir beaucoup gagnö si je parvenois k con- 
noitre vos rechercbes. 

Puisque vous vous occupez d'astronomie vous connoissez saas 
doute la M^canique cdleste par M'. De la Place, le 4*"® volume a 
paru d6jä environ deux mois, il contient: la th^orie des satellites de 
Jupiter, de Satume et d'Uranus; la th^orie des perturb^ons des 
com^tes; des recbercbes sur les refractions astronomiques, Fint^gra- 
tion de l'^quation diff^rentielle du mouvement de la lumi^re suivast 
differentes bypotbeses; un chapitre sur Fextinction de la lumi^re des 
astres dans l'atmopb^re; sur la mesure des hauteurs par le barcun^ 
tre; sur la cbüte des corps qui tombent d'une grande bauteur; et 
un, sur les alt^rations que les mouvemens des planstes et des com^tes 
peuvent 6prouver par la r6sistance des milieux qu'elles traversent et 
par la transmission successive de la pesanteur. 

M^ Le Gendre a publik, aussi il y a quelques^^^^nm^moiie 
sur la d^termination des orbites des com^tes. 
lyse du probl^me il sim^^^alormules gen^i 
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de r^galit^ des tems entre les observations: il s'attache ä d^terminer 
les limites ' de r = rayon de la comöte et de p = distance de la co- 
m^te k la terre. Pour le cas oü le rayon R de la terre est <C ^? 
les limites reviennent ä Celles trouv^es par M'. de la Orange (M6- 
moires de Berlin 1778 N®. 22). Mais pour celui oü r <1 Ä il tire de 
la coQsid^ration de T^quation r* = Ä* — 2Äpco8c4-^* (dans laquelle 
c est rangle entre le soleil et la comöte) (> > et ^ < 2J?co8c puis 
en mettant cette 6quation sous la forme r^ = jR*8in*c+(ß — Äcosc)* 
il a r > 7?sinc, ce qui est beaucoup plus simple que les r6sultats de 
M'. de la Orange. 

L'auteur reprend ensuite le cas g^n^ral, oü les tems entre les 
observations peuvent etre in^gaux et il parvient ä des 6quations de 
memes formes que Celles qu'il a obtenues dans la supposition de leur 
^galit6. Enfin il fait Tapplication de la m^thode k la 2^^^ com^te de 
1781 et k ceUe de 1769. 

Si il Yons est agr^able de connoitre les onvrages qui paroitront 
ici je me ferois un plaisir de vous tenir snr les ayis ; ce seroit pour 
moi un motif d'espdrer jouir de votre correspondance , car je sens 
que j'ai bien peu de moyens de la m^riter par moi-mSme et que je 
ne puis en Stre digne que par l'admiration et le profond respect avec 
lequel j'ai Thonneur d'etre 

Monsieur 

La lettre qui 6toit Votre trös humble ser- 

incluse dans celle que viteur 

Yous m'ayez adress6e a Le Blanc. 

^\k mise k la poste. 



Lehrbücher, Sammlungen und Tabellen. 

Methodische Anweisung zum Ausziehen der Quadrat- und Kubik- 
wurzel mit Anwendung zu geometrischen Berechnungen, nebst zahl- 
reichen Uebungsaufgaben. Zugleich das Wichtigste von den Ope- 
rationen mit Potenzausdrücken und Wurzelgrössen enthaltend. Zu- 
nächst zum Oebrauch an Schullehrer- Seminarien und gehobenen 
Lehranstalten, sodann aber auch für den Selbstunterricht bearbeitet 
Ton W. Adam, Königl. Seminarlehrer in Neu-Ruppin. Zweite ver- 

irte Auflage. Stuttgart 1880. 0. Lemppenau. 148 S. 

Buche V "t. sind 2 Abschnitte, einer über Potenzen, 

Wurr ^ch in der Abfassungsweise von aUen 
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Übrigen, d. L den eigentlichen Bestandteilen wesentlich ant»^heid(aL 
Sie bandeln sachlich in natflrlichem Connex die beiden Gegenstände 
vollständig ab; charakteristisch ist aber eine ungewöhnliche , man 
kann sagen nnttbertreffliche Ausführlichkeit, die sich jedoch in keiier 
unnötigen Wortfülle, sondern in allseitiger Berücksichtigung möglidier 
Fragen bemerklich macht, und die durchweg befolgte inductive Ent- 
wickelungsmethode, welche ohne Gebrauch von Buchstaben jeden Satz 
an einer Reihe von Zahlen zeigt, dann in Worten allgemein ausspricht 
Mit dem 3. Abschnitt wird ein neuer Anfang gemacht, dar an die 
vorhergehende Theorie nicht anknüpft , und der auch bestimmt ist 
den Anfang des Lehrcursns zu bilden. Hier ist der (Gesichtspunkt der 
Uebung der vorwaltende. Der 3. Abschnitt hat im 1. Teil ausschliess- 
lich Bezug auf das Kopfrechnen und lehrt zuerst die absoluten and 
comparativen Eigenschaften der Quadrate dekadischer Zahlen, danfi 
die Schlüsse auf die Wurzeln als Quadrate gegebener dekadiscto 
Zahlen, dann ein Verfahren Näherungsbrüche für irrationale Quadrat- 
wurzeln zu finden. Die Ausführlichkeit der Erläuterungen ist die näm- 
liche, die Tendenz zur AUgemeinheit muss natürlich hier zurüd- 
treten, während die besondem Rechnungsvorteile das Hauptaugenmerk 
sind. Dann folgt für schriftliches Rechnen die Entwickelung der 
Quadrate der Polynome, und darauf gestützt die gewöhnliche deka- 
dische Wurzelausziehung. Hier ist es nicht wol begreiflich, wamm 
der Verfasser den theoretischen Gesichtskreis so überflüssig weit «is- 
gedehnt hat, da doch bekanntlich die binomische Zerlegung vollkom- 
men ausreicht Durch sie wird die zweiziffirige Wurzel aus der 3 
oder 4 ziffrigen Zahl gefunden. Eine 5 oder 6 ziffirige Zahl enthält 
eine 3 oder 4 ziffrige Zahl Hunderte, deren Wurzel dem Vorher- 
gehenden zufolge bekannt ist, und man erhält nach ganz gleichem 
Verfahren die 3 ziffrige Wurzel als Summe von Zehnern und Ein^o. 
Diese bildet wieder das Vorausbekannte, wenn die 4 ziffiige Wurzel 
binomisch als Sunmie von Zehnem und Einem berechnet wird, u. s. f 
Diese Darstellungsweise ist die bisher übliche, in jeder Beziehung 
instractiver als die Anwendung eines ftlr jede Ziffemanzahl neneo 
Formel, weit nützlicher für Einübung, weil die Wiederholung mit 
dem Princip vertraut macht, und beanspmcht weniger Allgemein- 
heit der Begriffe. Allerdings scheinen auch einige andre Autoren der 
polynomischen Lehrmethode zuzuneigen, vielleicht um Worte zu spa- 
ren, jedenfalls aber ohne klaren pädagogischen Gedanken. Schon am 
Schlüsse des 3. Abschnitts, bei Rechnung mit irrationalen Binomen, 
dann auch weiterhin kommt Buchstabenrechnung in grösserem Hasse 
in Anwendung. Der vierte enthält praktische Aufgaben über Qna- 
dratwurzeln, der fünfte zeigt das gewöhnliche Verfahren der Kubik- 
wurzelausziehung, woran sich im sechsten wieder praktische Aufgaben 
anschliessen. Uebungsbeispiele sind überall beigegeben. H. 
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Die EHemente der Mathematik. Ein Leitfiaden fOr den matho- 
matischen Unterricht an höheren Lehranstalten von Wilhelm al- 
len kam p, Direktor der Friedrichs- Werderschen Gewerbeschule in 
Berlin. III. Theil. Algebraische Analysis. Einleitung in die höhere 
Analysis. Analytische Geometrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 
5 Fignren im Texte. Iserlohn 1880. J. Baedeker. 216 S. 

Die so bezeichnete algebraische Analysis ist nicht sowol eine 
systematisch bearbeitete oder stetig fortschreitende, irgendwelche Ge- 
genstände erschöpfende Theorie, sondern eine Reihe interessanter 
Sätze über ganze Functionen, Auflösung von Functionalgleichungen, 
Gonvergenz der Reihen, Addition und Multiplication von Reihen- 
summen und Snmmation specieller Reihen. Nach den Proben unreifer 
Gedankenentwickelung, welche in den vorausgehenden begrifSichen 
Erklärungen vorkommen, wtlrde man nicht erwarten, dass hernach 
die Wortfassung und Beweise der Sätze so correct ausfallen möchten, 
wie es wirklich der Fall ist Die folgenden Ausstellungen betreffen 
daher nicht den eigentlichen Hauptteil des Buchs und können unab- 
hängig davon leicht berücksichtigt werden. Es zeigt sich Mangel auf 
der einen, Ueberfluss auf der andern Seite. Gleich der erste Satz, 
wo man gar nicht weiss, wovon die Rede ist, lautet: „Man nennt 
eine Grösse eine Function einer oder mehrerer anderen, wenn sie 
von ihr oder von ihnen abhängig ist.^' Die Grösse atB3.4» 
74-5 von 3 oder von 7 abhängig zu nennen hat offenbar keinen 
Sinn-, es mag also zugestanden sein, dass sich irrtümliche Deutungen 
vielleicht nicht aufstellen lassen. Soll nun aber der Schüler sein 
ganzes Gedankenbereich durchprobiren , bis er findet, dass die Ab- 
hängigkeit einen möglichen Sinn hat, wenn man sie auf die Verän- 
derung beider Grössen bezieht? Dass er jedoch den Satz nicht ver- 
st^t, ist noch der günstigste Fall; deutet er ihn zufällig oder 
sympathisch richtig, so behält er die vulgäre Befangenheit, die der 
Unterricht in der exacten Wissenschaft eben heben soll, die Unfähig- 
keit sich seiner Gedanken klar bewusst zu werden und davon Rechen- 
schaft zu geben. Die Berichtigung des Satzes ist leicht: statt „sie 
von ihr^' muss es heissen „ihre Veränderung von deren Veränderung^\ 
Dann durfte aber der Unterschied von „variabel^^ und „constant^^ 
nicht erst später folgen, als wenn er auf die Functionsbegriffe keine 
Beziehung hätte. Ueberfluss und Mangel zugleich bietet die Erklärung 
der Stetigkeit Die Erwähnung der endlichen Differenzen trägt nichts 
zur Bestimmung bei, dagegen ist verschwiegen, dass die Function für 
jeden Wert des Arguments innerhalb des Intervalls einen Wert haben 
muss. Der betreffende Satz soll wahrscheinlich durch seine Länge 
entschädigen für das, was ihm an Deutlichkeit fehlt. Von unendlich 
kleinen Grössen und Grenzwerten wird hier, und noch mehr in spätem 
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Capiteln ohne Erklärung Gebrauch gemacht Allerdings kann deren 
Theorie schon in niederu Schulcursen gelehrt und daher bekannt sein 
Ist dies aber auch wirklich der Fall? Es kommen gar manche An- 
wendungen vor, nach deren Begründung man fragen muss, aber eine 
Verweisung auf Früheres , die doch in andern Punkten nicht verab- 
säumt ist, findet sich in diesem Punkte nirgends. Es folgen nun, als 
Einleitung in die höhere Analysis, die ersten Elemente der Differen- 
tial- und Integralrechnung. Erstere bestehen teils aus Herleitung der 
Differentialformeln teils aus Sätzen. Zur Herleitung werden unend- 
liche Reihen, Geometrie und Trigonometrie zu Hülfe gezogen, den- 
noch hat sich die Bearbeitung strenge Logik nicht zum Gesetz ge- 
macht Es werden ohne Nachweis der Berechtigung für Grössen 
innerhalb eines Ausdrucks Grenzwerte substituirt. Ferner behauptet 
das Lehrbuch mehr als ein Gelehrter weiss, nämlich dass 

/(a5 + Ä)-/(aj) 



für verschwindendes h im allgemeinen einen Grenzwert habe. Es 
wirkt hiermit zugunsten der grossen Anzahl deijenigen, welche ge- 
neigt sind die Mathematik zu einer Glaubenslehre machen. Pie 
Principien der Integralrechnung gehen vom bestimmten Integral als 
Grenzwert einer Summe aus. Die Existenz des Grenzwerts für be- 
stimmte Teilung des Intervalls wird richtig bewiesen; der Nachweis 
hingegen, dass derselbe von der Teilung unabhängig ist, beruht auf 
einem Deductionscirkel; denn er stützt sich auf den Begriff des von 
einer Curve begrenzten Flächenraums, der sich nur durch das Inte- 
gral definiren lässt und jene Unabhängigkeit zur Voraussetzung bat 

Die Bearbeitung der analytischen Geometrie lässt sich durch 
algebraische (bzhw. in kleinem Umfang durch rein analytisdie) Ge- 
sichtspunkte leiten , so dass die Geometrie mehr als Anwendung der 
Algebra erscheint Charakteristisch ist überdies, dass die Coordina- 
ten, wie in der Ebene so im Räume, unmittelbar im schiefwinkligen 
System eingeführt werden, so dass der Uebergang zum rechtwinkligen 
nur gelegentlich oder nach Erfordemiss geschieht. Erwägt man, wie 
leicht es ist, vom rechtwinkligen System, sobald eine besondere Auf- 
gabe es verlangt, zum schiefwinkligen überzugehen, so muss es un- 
begreiflich sein, wie jemand die Complicationen des schiefwinkligen 
durch die ganze Theorie hindurchschleppen kann, wenn er nicht etwa 
dieselbe für einen besondem Zweck bestimmt. Die Illusion, als ob 
die schiefwinklige Coordinatentheorie umfassender sei, die rechtwink- 
lige wol gar die gehörige Allgemeinheit vermissen lasse, ist wol nie- 
manden zuzutrauen. Man wird daher als nächstem Grund zu der 
Vermutung geführt, dass die Methode mehr das Bedürfhiss der neuem 
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synthetischen Geometrie and der Geometrie der Lage als das Studium 
der Natorwissenschaften im Auge habe. Doch die wenigen Punkte, 
in welchen gegen Ende des 3. Capitels das Gebiet der erstem be- 
treten wird, bestätigen diese Deutung nicht genügend. Besser stimmt 
mit der Bebandlungsweise die Erklärung, dass es dem Verfasser bloss 
darum zu tan war ein weiteres Feld für Uebung zu gewinnen, dass 
er deshalb überhaupt auf kein bestimmtes Ziel der theoretischen 
Ausbildung ausgieng. Die Gegenstände der 7 Capitel sind 1) die 
Gleichungen 1. Grades, die gerade Linie und die geradlinigen Figu- 
ren; 2) Transformation der Coordinaten; 3) die Linien 2. Grades; 
4) einfachste Anwendungen der Differentialrechnung auf die Geome- 
trie, Maxima und Minima, Contacta yerschiedener Ordnungen, Krüm- 
muugskreis ; 5) Fundamentalbestimmungen der analytischen Geometrie 
des Raumes, die Gleichungen 1. Grades mit 3 Variabein ; 6) Trans- 
formation der Coordinaten; 7) die Flächen 2. Grades. Am ausführ- 
lichsten sind die Kegelschnitte behandelt. Im ganzen Werke ist eine 
gleichmässig concinne, klare und leichtfassliche Darstellungsweise an- 
zuerkennen. H. 



Vermischte Schriften. 

Nouvelle Correspondence math6matique. R6dig6 par Eugene 
Catalan, Docteur ^s sciences, Professeur ä Tunivertit^ de Li^ge ; avec 
la coUa'boration de M. M. Mansion, Laisant, Brocard, Neuberg et 
Edouard Lucas. Tome sixiöme. Li^ge 1880. E. Decq. 

Der Inhalt der ersten Hälfte des Bandes an Abhandlungen ist 
folgender. 

A. Ribaucour: üeber die Curven und Flächen, welche Kreise, 
bzhw. Kugeln einhüllen (Schluss). 

Neuberg: Ueber die Anzahl der Kugeln, welche 4 gegebene 
Ebenen berühren. 

H. Brocard: Eigenschaft des Dreiecks (Forts, u. Schi.). 

Saltel: Anwendung des Satzes von Rolle auf die Theorie der 
Osculation. 

P. Mansion: Ueber ein System linearer Gleichungen. 

E. Catalan: Ueber einige Entwickelungen von cosmo; und sin mx. 

J. Neuberg: Eigenschaft der Ellipse. 
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C. — A. Laisant: Verallgemeineniiig einer Formel Ton GataliB. 
E. Duhois (D^ou): Ueber das Theorem der Lichtbttndd. 
£. Cesaro: Ueber die Existenz gewisser Polyeder. 
H. Brocard: Eigenschaft einer Reihe von Dreiecken. 
E. Catalan: Ueber des Integral 



/■ 
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C. Le Paige: Ueber eine Eigenschaft der halbsymmetrischeB 
Determinanten von gerader Ordnung. 

E. Dnbois: Ueber eine Familie cykloidaler Cnrven. 

J. Nenberg: Elementar mathematische Uebnngen. 

Wassilieff: Biographische Notiz über Alexander Popofi. 

Demartres: Ueber die Flächen von circnlarer Erzeognngsliiue. 

A. Catalan: Ueber die Kegelschnitte, welche 4 Bedingasgea 
genügen. 

H. Brocard: Bemerkungen über verschiedene Artikel der Nob- 
volle Correspondance (Forts.). 

J. Neuberg: Ueber die Normalen der Ellipse. 

E. Lucas: Ueber die Erweiterung des Satzes von Descarte& 

H. Brocard: Ueber die Häufigkeit und die Gresammtzahl der 
Primzahlen. H. 



I 
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Lehrbücher, Sammlungen und Tabellen. 

Lehrbuch der BuchstabenrechnüDg and Algebra mit zahlreichen 
Uebangsaufgaben. Zam Gebrauch an Seminarien and höheren Lehr- 
anstalten, wie auch zum Selbstunterricht bearbeitet von W. Adam, 
König]. Seminarlehrer in Ncu-Ruppin. Zweiter Teil: Kubische, 
biqnadratische und höhere Gleichungen mit rationalen Wurzeln, dio- 
pbantische Gleichungen, Logarithmen und Exponentialgleichungen, 
arithmetische und geometrische Progressionen, Zinseszins- und Renten- 
rechnung, Eettenbrüche, Kombinationslehre und Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, der binomische Lehrsatz. Zweite, vermehrte und ver- 
besserte Auflage. Neu-Ruppin 1880. Rud. Potrenz. 279 S. 

Um den Anforderungen der Realschulen zu entsprechen, hat 
(laut Vorwort) der Verfasser den zweiten Teil einer vollständigen 
Umarbeitung unterzogen und ausser zahlreichen Aenderungen bedeu- 
tende Erweiterungen eintreten lassen. Neu aufgenommen wurde die 
Methode der liösung kubischer Gleichungen durch unendliche Reihen 
und auf trigonometrischem Wege , sowie die Lösung der biquadrati- 
schen Gleichungen nach Cartcsius, Euler, Ampöre u. s. w. Zur 
leichteren Auffindung der Wurzeln bei den höheren Gleichungen im 
allgemeinen dienen das Gesetz der Coefficienten und der Lehrsatz 
des Cartesius, welche ausführlicher entwickelt sind; desgleichen die 
ebenfalls neuen Paragraphen von den Grenzen der Wurzeln und von 
den gleichen Wurzeln einer Gleichung. Die Anwendung der Loga- 
rithmen ist nun auch auf die Lösung der quadratischen und kubi- 
•cten Gleichungen ausgedehnt worden; hieran schliessen sich die 
■^" [Ngleichungen, denen geuwyörtig ein besonderer Paragraph 
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gewidmet ist. Eine beträchtliche Erweiterung haben die arithmeti- 
schen Progressionen höherer Ordnung erfahren. Aus den Anwei- 
düngen der geometrischen Progressionen ist die Zinseszios- ni 
Rentenrechnung herausgehoben worden. Eine Lücke, die einer grii' 
seren Verbreitung des Buches hauptsächlich entgegenstand, hat lis 
Verfasser durch Aufnahme des binomischen Lehrsatzes ausgeÜlOt, 
dessen Entwickelung sich auf die Combinationslehre gründet 

Für Lehrerbildungsanstalten enthält, infolge der angeführtea 
Bereicherungen, dieser zweite Teil freilich noch mehr als früher eii^ 
Menge über die Sphäre der betreffenden Bildungsstufe hinausgebenden 
Stoff. Doch werden den gegenwärtigen Inhalt des Buches alle die- 
jenigen willkommen heissen, welche nach dem Abgang vom Seminar 
der Mathematik ferner ihr Interesse zuwenden; da sie nicht so bald 
gezwungen sein dürften, das ihnen vertraut gewordene Buch aus der 
Hand zu legen und anderswo Belehrung zu suchen; ein gros^r 
Reichtum wird weniger unangenehm empfunden als zu grosse Dorf- 
tigkeit Zu einer grösseren Sicherheit auf dem Gebiete der Arith- 
metik und Algebra wird die um ein beträchtliches vermehrte ZabI 
der Uebungsaufgaben dienen. H. 



Leitfaden für den Unterricht in der Algebra an Mittelschids 
mit circa 3000 Aufgaben. Für die Hand der Schüler bearbeitet toi 
J. Prisi, Sekundarlehrer, derzeit Oberlehrer in Oberhofen. H. TbeH, 
1. Heft. Bern 1880. K. J. Wyss. 198 S. 

Das Buch kann nur für solche Schüler bestimmt sein, die, oadh 
dem sie bereits in den Principien aller Zweige der Schulmathematik 
vollständig unterrichtet sind, sich weiter mit Mathematik bescb&fdgen 
wollen, ohne damit einen ernsten Zweck für wissenschaftliches Stu- 
dium oder praktische Ausbildung zu verbinden. Der erste Abschnitt, 
welcher die Anfänge der allgemeinen Zahlentheorie enthält, ist do(^ 
der am sorgfältigsten bearbeitete und könnte noch allenfalls ab 
Ueberleitung zum Studium angesehen werden. Er lässt an exactee 
Ausdruck, systematischer Ordnung und sichtlichem Fortschritt nickts 
vermissen; nur ist es zu verwundern, dass von Schülern von Mittel- 
schulen ein so weites Eingehen auf die Theorie erwartet werd^ 
kann. Das wenige, was im 2. Abschnitt über Functionen gesagt wird, 
ist voll Unklarheiten: so soll z. B. das Zeichen /(x, 2^, 0) ausdrflckes, 
dass a;, y und z von einander abhängig sind. Die übrigen Abschüitte, 
Zerf&Uung rational gebrochener Functionen in Partialbrüche, Ketten- 
brüche, Auflösung unbestimmter Gleichungen, Combinationslehi^ 
' ^inlichkeitsrechnung, arithmetische Reihen höherer Ordnan* 
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gen, Entwickelong der FanctioBen in Reihen, Rechnen mit complexen 
Zahlen, goniometrische Lösung der quadratischen Gleichungen und 
die kubischen Gleichungen, haben das gemeinsame, dass sie mit Be- 
trachtung specieller Beispiele anfangen; in diesen aber findet man 
manchmal wiUkttrliche, resultatlose Operationen und Transformationen, 
manchmal die mehr oder weniger deutliche Hinleitung zur eigent- 
lichen Aufgabe und Lösung, manchmal ausgesprochen, manchmal nicht, 
manchmal besteht die Lösung in blossem Probiren, was nie gesagt 
wird, manche Begriffe bleiben unerklärt, manches Zahlenrosultat wird 
hingesteUt, man sieht nicht wo es herkommt, u. s. w. Das Ganze 
ist voll von originellen methodischen Gedanken, yerrät aber nirgends 
einen Hinblick auf diejenigen, welche daraus lernen wollen: es wird 
den Schalem ganz überlassen, jene Gedanken daraus zu abstrahiren, 
zu verfolgen und in die rechte Gestalt zu bringen; wenigstens wäre 
dieser Gesichtspunkt ganz im Einklang mit der ausgesprochenen Zu- 
mutung, dass die Leser die zahlreichen Druckfehler selbst corrigiren 
sollen. H. 



Ebene Trigonometrie mit einer kurzen Geschichte dieser Disciplin, 
einer Aufgabensammlung und erläuternden Bemerkungen. Ftlr Gym- 
nasien und Realschulen bearbeitet von Eugen Bergold, Professor 
am Gymnasium zu Freiburg i. B. Leipzig und Heidelberg 1880. 
C. F. Winter. 81 S. 

Die vorausgehende Geschichte der Trigonometrie berichtet nach 
Erwähnung der indischen Sinustafeln über die Mitwirkung von Hip- 
parch, Menelaus, Ptolemäus, Albatenius, Peurbach, Regiomontao, 
Rhaeticus, Pitiscus, Neper, Byrgius, Brigg, Ylacq, Euler an der Ge- 
staltung der Theorie. Es folgt die Goniometrie, erst des spitzen 
Winkels, entwickelt am rechtwinkligen Dreieck, dann die allgemeine 
mittelst der Coordinaten, wobei die Variation der Functionen, ihr 
Yoraeichenwechsel, auch rücksichtlich des Winkelvorzeichens, ein- 
gehend erörtert wird, dann die Anwendung der Logarithmen, dann 
das Additionstheorem mit Hülfe eines Ereisvierecks mit einem Durch- 
messer als Diagonale nebst allen daraus fliessenden Relationen. Die 
nun folgende Theorie der Dreiecksberechnung enthält auf 13 Seiten 
alles notwendige vollständig und reichlich. Die Aufgaben sind zuerst 
nnmerische, die sich an die Theorie anschliessen, dann solche, welche 
auf Stereometrie, zuletzt auf Astronomie Anwendung machen. Das 
Urteil über das Buch können wir kurz dahin zusammenfassen, dass 
es tadellos und zweckentsprechend wie selten eins bearbeitet ist und 
vor den logischen und didaktischen Fähigkeiten des Verfassers die 
höchste Achtung erweckt. H. 
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Leitfaden der Physik. Von Dr. W. von Beetz, ord.Profe»r 
der Physik an der technischen Hochschale zu München, ord. Mitsei 
der k. b. Akademie der Wissenschaften. Mit 262 in den Text ^ 
druckten Holzschnitten. Sechste Auflage. Leipzig 1880. L. Fen» 
300 S. 

Das Buch besteht ans 482 Lehrsätzen und Erklärungen, wd^ 
aus den exacten Zweigen der Physik, nämlich Mechanik, Wärmdehre» 
Elektricitätslehre, Akustik und Optik alles fOr Anfänger wissenswerte 
in guter Ordnung enthalten. Beweise werden nicht gegeben; dagegen 
ist durch vollkommen exacte und doch leicht verständliche Wort- 
fassung in allen Stücken für Aneignung richtiger Begriffe gesOTgt, 
so dass die ungenügende Darstellung in zahlreichen Lehrbüchern ia 
vielen wichtigen Punkten dadurch corngirt wird. Ausserdem fehlt 
es nicht an Erläuterung und Anwendung, Angabe der Experimente 
und Apparate, die jedoch nur kurz nach ihren wesentlichen Stüd^a 
erklärt sind. Da der Standpunkt mathematischer Vorbildung ein s^ 
verschiedener sein kann, so ist die hier gewählte Form eines Leit- 
fadens für den Unterricht, welche die Begründung dem Lehrer gam 
überlässt, gewiss vollkommen gerechtfertigt H. 



Anfangsgründe der Naturlehre für die unteren Classen der Mitt^ 
schulen. Von Dr. Jos. Kr ist, Schulinspector und Cnstos des L k. 
physik.-astronom. Hofcabinets. Zehnte Auflage, gleichlautend mit der 
durch hohen Ministerial-Erlass vom 13. Mai 1879, z. 6476 appro- 
bierten neunten Auflage. Mit 213 Holzschnitten. Wien, 1880. Wü- 
heim Braumüller. 232 S. 

Das methodische Princip dieses Lehrbuchs ist, von der Erschei- 
nung auszugehen und durch ursachliche Erklärung allmählich zd 
einem Einblick in die Theorie hinzuführen. Zweck eines solchen 
Unterrichts ist Anregung zur selbständigen Beobachtung. Ohne 
Zweifel wäre es eine der grössten Leistungen , wenn Trieb und Be- 
fähigung hierzu bei einer grossem Zahl von Schülern erzeugt werden 
könnte. Was der Unterricht in den untern Classen voraussetzen daii 
ist Trieb zur Nachahmung und unbedingte, unterschiedslose Willigkeit 
receptiv zu folgen. Hierauf scheint in der Tat die Abfassung des 
Buches zu bauen. Die Lehren werden in pragmatischer Form ein- 
fach überliefert, durch den sorgfältigsten Ausdruck ist darauf geachtet, 
dass keine andern als streng richtige Vorstellungen und Begriffe ge- 
bildet werden, und die wenigen vorkommenden, auf niedriger Stufe 
stehenden Schlüsse, deren Bündigkeit gewiss kein Schüler einsieht^ 
sind gleichwol tadellos gefasst. Eine Ausnahme davon macht nnr der 
Monstrum unter den übrigen dastehende Satz: Alle Körper 
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sind gleich schwer — welcher hier als voreiliger Schluss auftritt, 
dennoch vom Lehrbuch sanctionirt wird, als sollten die Schüler er- 
mutigt werden geistreich sein zu wollen. Wer nach Empfang solcher 
Liehren eher Lehrer wird, als er Forscher gewesen ist, behält manch- 
mal — davon lässt sich ein Beispiel nennen — noch im hohen Alter 
die Unföhigkeit über den Gegenstand klar zu denken. In den ersten 
5 Abschnitten ist die Beobachtung eine ganz oberflächliche, im Grunde 
nur qualitative; es ergibt sich aus ihr nicht viel mehr als die Gegen- 
stände, auf welche die Beobachtung sich richten muss, und werden 
die Namen dafür aufgestellt. Mit dem 6. Abschnitt beginnt der Vor- 
trag von vom, und zwar ohne neuen Wechsel mit gleichem Masse 
von Gründlichkeit, Vielseitigkeit und Eingehen auf die quantitative 
Bestimmung, wie es bis ans Ende durchgeführt wird. Es werden 
von da an behandelt die Mechanik, Akustik, Optik, die Lehre vom 
Magnetismus und der Elektricität. Auf Chemie und Wärmelehre, 
welche schon vorher hinreichend ausführlich besprochen sind, kommt 
der Vortrag nicht wieder zurück. H. 



Dr. Ludwig Blum's Grundriss der Physik und Mechanik für 
gewerbliche Fortbildungsschulen. Verfasst im Auftrage der König- 
lichen Kommission für gewerbliche Fortbildungsschulen in Württem- 
berg. Sechste, verbesserte und vermehrte Auflage bearbeitet von 
W. Dietrich, Hilfslehrer am Polytechnikum Stuttgart. Mit 96 Ab- 
bildungen in Holzschnitt. Leipzig und Heidelberg 1880. C. F. Win- 
ter. 162 S. 

Die 5. Auflage dieses, mit anerkennenswertem Geschick dem 
Mangel an Selbstdenken durch Specialisirung zu Htüfe kommenden, 
und doch die exacte Fassung nicht vernachlässigenden Lehrbuchs ist 
im 241. litt. Bericht p. 10. besprochen. In der neuen Auflage ist 
das Gesetz von der Erhaltung der Energie stärker betont, und des- 
halb ein besonderes kurzes Capitel über dieselbe am Schlüsse des 
Buchs hinzugefügt Auf die Fortschritte im Bau der Wasser- und 
Wärmemotoren ist Rücksicht genommen. H. 



Rechenhefte für die Unterklassen der Realschulen und Gymna- 
sien und die entsprechenden Klassen höherer Bürgerschulen. Heraus- 
gegeben von Dr. H. Stier, Oberlehrer an der Realschule zu Chem- 
nitz. 1. Heft: Die vier Species mit unbenannten Zahlen. Zweite 
Auflage. Chemnitz 1880. Martin Bülz. 39 S. 

In grösster Ausführlichkeit und Vielseitigkeit wird zuerst das 
Zablenschreiben und Zahlenlesen durch Fragen der mannichfaltigsten 
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Art eingeübt. Einfacher ist dann die Anfstellong der Beispiele filr 
die 4 Species, gesondert für Kopfrechnen nnd Tafclrechnen. Das 
Buch scheint ausschliesslich für den Gebrauch des Lehrers in der 
Classe bestimmt H. 



Sammlung von Aufgaben aus der Goniometrie und ebenen Tri- 
gonometrie. Zum Gebrauch beim Unterricht auf höheren Lehr- 
anstalten und zum Selbststudium zusammengestellt von Professor Dr. 
0. Hermes. Berlin 1879. Winckelmann u. Söhne. 292 S. 

Das Gegenwärtige bildet den 3. Teil der „Sammlung von mathe- 
matischen Aufgaben". Die Aufgaben verlangen teils numerische Be- 
rechnung mit Hülfe fünfstelliger logarithmischer Tafeln, teils Um- 
formung allgemeiner Ausdrücke, teils Construction nach trigonometri- 
scher Rechnung, teils Beweis gegebener Lehrsätze. Bezüglich auf 
Goniometrie kommen zu den sich hieraus ergebenden Aufgaben hinzo 
goniometrische Gleichungen und goniometrische Lösung algebraisdier 
Gleichungen. Bezüglich auf Trigonometrie enthält die Sammlai^ 
zuerst Fundamentalaufgaben, dann Berechnung und Coustraction von 
Dreiecken aus mannichfaltigen Daten, dann Aufgaben über Yiered^, 
dann Erklärung der Tansversalentheorie nebst Aufgaben darüber, 
dann Anwendungen auf Maxima und Minima, kubische Probleme, 
Mechanik und Optik. Am Schluss stehen die Resultate. H. 

Sammlung von Lehrsätzen und Aufgaben aus der Planimetrie. 
Für den Schulgebrauch sachlich und methodisch geordnet und mit 
Hülfsmitteln zur Bearbeitung versehen von Dr. J. 0. Gandtner 
und Dr. K. F. Jung bans. Erster Theil, die Anwendung der Pro- 
portionen nicht erfordernd. Mit sechs Figurentafeln. Vierte Auflage, 
herausgegeben von Dr. K. F. Junghans. Berlin 1879. Weidmann. 
214 S. 

Voraus geht das Verzeichniss der als bekannt angenommenen 
Grundsätze, Lehrsätze und Aufgaben aus der Eleraentargeometrie. 
Das nächste sind dann Folgerungen aus denselben, welche vom Scha- 
ler durchzuführen sind. Sie beginnen mit den leichtesten, und zwar 
ist diese ganz leichte Art ziemlich zahlreich, selbst die höchste Stufe 
macht noch massige Anforderungen; überdies ist der Weg der Fol- 
gerung stets angedeutet. Der Gesichtspunkt ist also wol, den Minder- 
begabten zur freien Anwendung des Erlernten Mut zu machen und 
jeden Vorwand des Zurückbleibens auszuschliessen. Ebenso bilden 
die Aufgaben eine ähnliche Stufenfolge. H. 
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Bewegliche Modelle aas Stablstäbchen fQr den Unterricht in der 
höheren Geometrie. I. Serie. Von Dr. F. Bnka. Beriin 1879. 
WinckelmaDD n. Söhne. 

Diese Alodelle, welche von der Terlagabncbhandlnng geliefert 
werden, stellen die durch bewegte Gerade und ihre Schnitte erzeng- 
ten Gebilde nebst deren Variation, in Dimensionen von c. 30°'^, dar. 
Die erste Serie enthält folgende 5 Modelle. I. Zwei projectiviach 
gleiche Pnnktreiben 1. Ordnung mit den Verbindungslinien homologer 
Poakte zeigen den stetigen Uebergang aus ParallelstrablenbUscheln 
in Parabeln, hyperbolische Paraboloide and gewöhnliche Strahlen- 
bOschel. Durch Combination des Modellea mit einem gleichartigen 
wird eiii Rhombus mit 2 zu seinen Seiten parallelen Scharon Gerader 
hergestellt, und derselbe durch stetige Bewegung in Parabeln und 
Paraboloide mit beiden Scharen Gerader — damoter gleichseitige — 
übergeführt. II. Mit Hülfe zweier projectiviscben Pnnktreihen 1. Ord- 
nung und der Verbin dongslinicn homologer Punkte erhält man in 
conti nnirl icher Folge Strahlenbüchel 1. Ordnung, die verschiedensten 
Formen von Ellipsen (darunter den EJ-eis), von einmautcligeD Hyper- 
boloiden und Hyperbeln. IH. Eine Punktroihe 1. nnd eine zu ihr 
projectivische 2. Ordnung (Kreis) zeigen — zum Teil in stetiger Folge 
— verschiedene prägnante Formen der 3 Typen geradliniger FlUcben 

3. Ordnung (mit ihren Doppclgeradcu) nnd den Uebergang derselben 
in solche 2. Ordnung. IV. Zwei projectiviach gleiche und gleich 
grosse Kreise zeigen, jeuachdcm sie behufs Verbindung homologer 
Punkte gleichstimmig oder ungleichstimmig in parallele Ebenen gelegt 
werden, durch stetige Bewegung 1) den Uebergang ans dem Parallel- 
strahlcnbUschel in elliptische Cyliuder, Rotation scy linder, in Rotationa- 
and allgemeine Hyperboloide und K(^el, sowie in verschiedene Flächen 

4. Ordnung; 2) den Uebergang aus dem ParallelatrahlenbOscbel in 
das gerade Kreiskonoid und verschiedene andre Arten geradliniger 
Flächen 4. Ordnung mit Doppclcurven, endlich in eine dem Plttcker- 
schen Konoid verwandto Fläcbenfamilio 3. Ordnung. ^■" ^-"•'■' -'"■" 
ferner so eingerichtet, dass sie einander wie die G 

umfassen können. Hierdurch nnd durch Combinal 
jectiviach ähnlichen Kreise aus Modell HI. erhält n 
geradliniger Flächen 3. nnd 4. Ordnung. Ans di 
sich weiter Hyperboloide mit beiden Scharen Gerat 
nation mit Modell I. Hyperboloide mit berObren 
(durch Uebergang aas Cylinder mit Tangentialebene] 
curren einer Ebene oder einea windschiefen Parabo 
Kegel nnd Hyperboloid etc. darstellen. V. Mit HUIft 
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linie von c. 4 Umgängen können die verschiedensten Arten rechts 
und links geschränkter windschiefer (darunter axialer) Schrauben- 
flächen, ihre Selbstschnitte, ihr Schnitt mit einer zur Axe normalen 
Ebene, der Schnitt zweier Schraubenflächen von gleicher Axe etc. 
gezeigt werden. — Die axialen Schraubenflächen lassen sich stetig 
in einander überführen. 

Auf den Stativen der Modelle I. bis lY. sind Mechanismen an- 
gebracht, welche die instrucdven Bewegungen leicht ausführen lassen. 
Deren Gebrauchsanweisung ist in der beigegebenen Schrift: ,,Bc- 
schreibung zu Dr. F. Buka*s beweglichen Modelle, I. Scrie'^ — ent- 
halten. H. 



Neuere Apparate für naturwissenschaftliche Schule und Forschung. 
Gesammelt von M. Th. Edelmann, Privatdocent an der technischen 
Hochschule und Inhaber des physical-mechanischen Instituts in Man- 
chen. II. Lieferung. Mit 10 lithographirten Tafeln. Stuttgart 1880. 
Meyer u. Zeller. 162 S. 

Die I. Lieferung ist im 253. litt. Bericht S. 2. besprochen. Za 
den daselbst aufgeführten Apparaten kommen jetzt hinzu: Lamonfs 
erdmagnetische Variations-Instrumente, Weber's Erdinductor, Appa- 
rate für Bestimmung der Elasticitätsmodule und des Wärme-Aus- 
dehnungs-Coefficienten, Luftpumpe und ihre Behandlung, Apparat zur 
Bestimmung des specifischen Gewichts und der Volum Veränderung der 
Gase, Quadrantenelektromoter, Wiedemann's Galvanometer, astasirende 
Magnete nach Hauy und du Bois-Reymond. H. 



Optik. 

Die subjektive Perspektive und die horizontalen Curvaturen des 
dorischen Styls. Eine perspektivisch - ästhetische Studie von Pr. 
Guido Hauck, Professor der deskriptiven Geometrie und Grapbo- 
statik an der Eönigl. technischen Hochschule zu Berlin. Mit zt?el 
Figuren-Tafeln. Eine Festschrift zur fünfzigjährigen Jubelfeier der 
technischen Hochschule zu Stuttgart. Stuttgart 1879. Konrad Witt- 
wer. 147 S. 

Die Schrift gehört nach ihrem ganzen Inhalte der theoretisch- 
physiologischen Optik an, die sie jedoch ausschliesslich den Gesichts- 
punkten und Erfordernissen der darstellenden Kunst unterwirft. Wir 
finden darin die mathematische Erklärung der Kegeln, welche sicii 
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empirisch aus der künstlerischen Praxis ergeben haben. Der Ver- 
fasser rechnet auf manchen Widerspruch gegen seine Aufstellungen; 
eine Entscheidung über deren Richtigkeit kann hier nicht gegeben 
werden; es genügt, dass sie in klarer Weise niedergelegt sind. Er 
führt aus, dass ein Bild nach reiner Ceutralprojection deshalb als 
todt und wirkungslos erscheint, weil es der wirklichen Beschauungs- 
weise nicht entspricht, wo das Auge, um zuerst die bedeutungsvollen 
Linien zu verfolgen, nicht nur central gedreht, sondern auch dem 
Bilde parallel verschoben, und um nach einander die Details auf- 
zufassen, dem Bilde bald genähert, bald von ihm entfernt wird. Dass 
nun für eine Darstellung, welche solchen subjectiven Anforderungen 
Rechnung tragen soll, ein exactcr Standpunkt der Theorie unmöglich 
ist, leuchtet ein. Es mag daher genügen die üauptgegeustände zu 
nennen, von denen die Schrift handelt. Im ersten Teil ist enthalten : 
der Mechanismus der Augeubeweguugeii , das Innervatiousgefühl und 
die Blickbahnen, das Listing'sche Gesetz und die Empfindung der 
Geradlinigkeit, Doppelauge, Kopfdrehungen, Augen mass, die subjectiv- 
pcrspectivischen Curvaturen und das Collinearitäis-Bewusstsein , das 
subjective Anschauungsbild und die Definition der Perspective, das 
coUinear- und conform-perspcctivische System, das conform-perspecti- 
vische Bild und das subjective Anschauungsbild, vergleichende Kritik 
der collinearen und conformen Perspective, die gekrümmte Bildfläche 
(keramische Bilder), nebst einem Anhang über phj^sische und psy- 
chische Formenfreudo. Der II. Teil handelt von den horizontalen 
Curvaturen des dorischen Styls. H. 



Astronomie und Meteorologie. 

Fluth und Ebbe und die Wirkungen des Windes auf den Meeres- 
spiegel. Von Hugo Lentz, Wasserbau - Inspector in Cuxhaven. 
Mit 44 Figuren auf 9 Tafeln. Hamburg 1879. Otto Meissner. 
230 S. 

In der historischen Einleitung werden die Ansichten von Strabo, 
Pliuius, Kepler erwähnt, die Untersuchungen und Theorien von New- 
ton, Daniel BernouUi, Laplace, Lubbock und Whewell charakterisirt 
Nach Whewell, d. i. nach einer Zwischenzeit von c. 40 Jahren, ist 
das Gegenwärtige die erste umfassende Arbeit über den Gegenstand, 
daher von nicht geringer Bedeutung, sofern sie die grosse Anzahl 
neuerer Ergebnisse enthält. Die Theorie von Newton wird ausführ- 
lich dargelegt; alles übrige ist eine Verarbeitung und Zusammen- 
stellung der vorhandenen Küstenbeobachtungen, geographisch geordnet, 
nebst Vergleichung mit der Newton'schen Theorie. H. 
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